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Учебное пособие состоит из пяти глав, отражающих основные
теоретические и практические аспекты университетского курса
математического анализа по теме ”Числовые и функциональ-
ные ряды”, читаемого для студентов математического факуль-
тета Новосибирского государственного педагогического универ-
ситета, обучающихся по специальности «информатика-матема-
тика».

Большинство задач, включенных в пособие, содержится в ка-
честве упражнений и примеров в различных изданиях (см. спи-
сок литературы). Часть примеров и задачи для контрольных ра-
бот составлены специально для настоящего издания. Сложные
задачи помечены звездочкой.

Пособие будет полезно как студентам, обучающихся на мате-
матическом факультете, так и преподавателям для проведения
семинарских занятий.

1. Числовые ряды

1.1. Понятие числового ряда

При изучении числовых последовательностей мы уже стал-
кивались с понятием числового ряда. Кроме того, известная из
школьного курса математики бесконечная геометрическая про-
грессия тоже является частным случаем числового ряда. В на-
стоящей главе мы введем понятие числового ряда и изучим ос-
новные его свойства.

Определение. Пусть задана числовая последовательность
{an}. Выражение вида

a1 + a2 + . . .+ an + . . . =

∞∑
n=1

an (1)

называется числовым рядом. Элементы последовательности {an}
называются членами ряда (1).
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Замечание. Бесконечная сумма (1) является лишь формаль-
ной записью, т.к. невозможно вычислить сумму бесконечного
числа чисел путем сложения.

Определение. Сумма первых n слагаемых числового ряда
(1) называется n-ой частичной суммой ряда (1) и обозначается
Sn, т.е.

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

. . . . . . . . . . . . . . . ,

Sn = a1 + a2 + . . . an.

Таким образом, частичные суммы Sn ряда (1), где n = 1, 2, . . . ,
образуют последовательность {Sn}, которая называется после-
довательностью частичных сумм.

Задача. Дан общий член ряда

an =
n2

2n + 1
.

Написать первые четыре члена ряда.
Решение. Имеем a1 = 1/3, a2 = 4/5, a3 = 1, a4 = 16/17. Таким

образом, получаем, что ряд можно записать в виде

1

3
+

4

5
+ 1 +

16

17
+ . . .+

n2

2n + 1
+ . . .

Определение. Числовой ряд (1) называется сходящимся, ес-
ли существует число S — предел последовательности его частич-
ных сумм. Этот предел называется суммой ряда. Таким образом,
сумма ряда

S = lim
n→∞

Sn.

Кроме того, в этом случае пишут

S =
∞∑
n=1

an.
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Определение. Если последовательность частичных сумм ря-
да (1) не имеет конечного предела, то ряд называется расходя-
щимся.

Замечание. Подчеркнем здесь, что введенное понятие сум-
мы ряда является лишь одним из возможных понятий бесконеч-
ной суммы. Существуют другие определения суммы рядов. В
настоящем курсе мы будем изучать данное как наиболее есте-
ственное.

Замечание. Очевидно, что справедливы следующие равен-
ства

a1 = S1,

a2 = S2 − S1,

. . . . . . . . . . . . . . .

an = Sn − Sn−1.

Это означает, что каждому ряду однозначно соответствует по-
следовательность его частичных сумм и, наоборот, если задана
последовательность частичных сумм, то всегда можно восстано-
вить члены ряда. Таким образом, изучение сходимости числовых
рядов равносильно изучению сходимости последовательностей.

Основной задачей в теории рядов является установление схо-
димости числового ряда. Зачастую даже не требуется находить
его сумму.

Приведем примеры сходящихся и расходящихся рядов.
Пример. Ряд 1 + 2 + 3 + . . .+n+ . . . является расходящимся.

Действительно, n-я частичная сумма ряда

Sn = 1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
,

поэтому
lim
n→∞

Sn =∞.

Пример. Рассмотрим ряд

1− 1 + 1− 1 + . . .+ (−1)n+1 + . . . .
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Составим последовательность его частичных сумм {Sn}

S1 = 1, S2 = 0, S3 = 1, . . . , S2k = 0, S2k+1 = 1, . . . .

Как известно из теории числовых последовательностей заданная
последовательность сходится тогда и только тогда, когда любая
ее подпоследовательность сходится к одному и тому же числу.
Подпоследовательность последовательности {Sn}, составленная
из четных номеров, сходится к 0, а подпоследовательность, со-
ставленная из нечетных номеров — к 1. Следовательно, ряд рас-
ходится.

Пример. Исследуем сходимость ряда

1 + q + q2 + . . .+ qn + . . . ,

где q ∈ R. Частичная сумма Sn этого ряда — это сумма n первых
членов геометрической прогрессии. Поэтому имеем

Sn =
1− qn−1

q − 1
.

Если |q| < 1, то
lim
n→∞

qn−1 = 0

и, следовательно, сумма ряда

S = lim
n→∞

Sn =
1

1− q
.

Если |q| > 1, то последовательность {Sn} расходится. При q = 1
n-я частичная сумма Sn равна n, следовательно, ряд расходит-
ся. Если q = −1, то получаем расходящийся ряд из предыдущего
примера. Таким образом, ряд, составленный из членов геометри-
ческой прогрессии сходится при |q| < 1 и расходится при |q| ≥ 1.

Задача. По заданному общему члену ряда

an =
1

n(n+ 1)
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записать ряд и найти его сумму.
Решение. Подставляя последовательно n = 1, 2, 3, . . ., полу-

чим ряд

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

n(n+ 1)
+ . . . =

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

Для нахождения суммы ряда рассмотрим последовательность
его частичных сумм {Sn}, где

Sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n+ 1)
=

n∑
k=1

1

k(k + 1)
.

Так как
1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
,

то Sn можно преобразовать следующим образом

Sn = 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ . . .+

1

n
− 1

n+ 1
.

В последней сумме всей слагаемые попарно уничтожаются, кро-
ме первого и последнего. Таким образом, получаем

Sn = 1− 1

n+ 1
,

откуда заключаем, что сумма ряда

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1.

Упражнения.
1.1.1. По заданному общему члену ряда an найти первые че-

тыре члены ряда и записать ряд, если

а) an =
n

10n − 1
, б) an =

√
n!,
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в) an =
n!

2n
, г) an =

(−1)nn

n! + 1
.

1.1.2. Найти суммы следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

1

n(n+ 2)
, б)

∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)
.

1.1.3∗. Найти суммы следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)
, б)

∞∑
n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
,

в)
∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)
.

1.1.4. Найти суммы следующих рядов или установить их рас-
ходимость:

а)
∞∑
n=1

(
√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n),

б)∗
∞∑
n=1

nqn, |q| < 1, в)
∞∑
n=1

ln

(
1− 1

n2

)
,

г)
∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n

)
.

1.2. Свойства числовых рядов

Теорема 1.1 Пусть ряды
∞∑
n=1

an и
∞∑
n=1

bn

сходятся, а S и T — их суммы. Тогда для любых α, β ∈ R ряд
∞∑
n=1

(αan + βbn)
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сходится и
∞∑
n=1

(αan + βbn) = αS + βT.

Доказательство. Пусть

Sn =

n∑
k=1

ak, Tn =

n∑
k=1

bk,

тогда, очевидно, что

n∑
k=1

(αak + βbk) = αSn + βTn. (2)

Так как последовательности {Sn} и {Tn} сходятся, то

∞∑
n=1

(αan + βbn) = lim
n→∞

n∑
k=1

(αak + βbk) =

= α lim
n→∞

Sn + β lim
n→∞

Tn = αS + βT.

�
Следствие. Пусть задана последовательность {an} такая,

что
an = bn + cn, n ∈ N. (3)

Пусть ряд
∞∑
n=1

bn

сходится, а ряд
∞∑
n=1

cn

расходится. Тогда ряд
∞∑
n=1

an (4)
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расходится.
Доказательство. Предположим противное, т.е. ряд (4) сходит-
ся. Тогда из условия (3) следует, что cn = an−bn. Из теоремы1.1
следует, что ряд

∞∑
n=1

cn

сходится. Противоречие. Следовательно, ряд (4) расходится.
�

Задача. Найти сумму ряда

1

3
+

1

6
+ . . .+

1

3 · 2n−1
+ . . . .

Решение. Рассмотрим ряд, составленный из членов геомет-
рической прогрессии с показателем q = 1/2. Тогда n-ый член
исходного ряда an равен 1

3 · q
n−1. Так как сумма ряда

1 +
1

2
+ . . .+

1

2n−1
+ . . . ,

составленного из членов геометрической прогрессии с показате-
лем q = 1/2, равна 2, то сумма исходного ряда равна 2/3.

Задача. Исследовать на сходимость ряд

∞∑
n=1

(
(−1)n +

1

2n

)
.

Решение. Так как ряд

∞∑
n=1

(−1)n

расходится, а ряд
∞∑
n=1

1

2n

сходится, то исходный ряд расходится.
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Определение. Пусть задан ряд (1). Тогда ряд
∞∑
k=1

an+k

называется n-ым остатком ряда (1). Если n-ый остаток ряда схо-
дится, то его сумму обозначают rn, т.е.

rn =
∞∑
k=1

an+k ≡
∞∑

k=n+1

ak.

Теорема 1.2 Если числовой ряд (1) сходится, то

lim
n→∞

rn = 0.

Доказательство. Пусть ряд (1) сходится и S — его сумма, т.е.

S = lim
n→∞

Sn,

где {Sn} — последовательность частичных сумм. Пусть Snm —
m-ая частичная сумма остатка ряда. Очевидно, что справедливо
равенство

Sn+m = Sn + Snm. (5)

Зафиксируем n и перейдем к пределу в (5) при m → ∞. По
условию теоремы ряд является сходящимся, следовательно,

lim
m→∞

Sm+n = S.

С другой стороны, по определению

rn = lim
m→∞

Snm.

Таким образом, получаем, что S = Sn + rn. Устремляя n к бес-
конечности, получаем, что

lim
n→∞

rn = 0.

�
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Теорема 1.3 (Необходимое условие сходимости ряда). Пусть
числовой ряд (1) сходится. Тогда последовательность его чле-
нов {an} стремится к нулю, т.е.

lim
n→∞

an = 0.

Доказательство. Пусть Sn — n-ая частичная сумма ряда, Sn−1

— (n−1)-ая частичная сумма ряда, S — сумма ряда. По условию
теоремы ряд является сходящимся. Следовательно, существует
предел последовательности {Sn} равный S. Так как последова-
тельность {Sn} сходится, то и любая ее подпоследовательность
сходится к тому же пределу, в том числе и подпоследователь-
ность {Sn−1}. Из равенства an = Sn − Sn−1 следует, что

lim
n→∞

an = lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−1 = S − S = 0.

�
В заключении параграфа сформулируем еще одно очевидное

свойство рядов: отбрасывание конечного числа членов ряда не
влияет на его сходимость. При этом сумма полученного ряда
отличается от суммы исходного на сумму выброшенных членов.

Задача. Исследовать сходимость ряда

1

2
+

2

3
+ . . .+

n

n+ 1
+ . . .

Решение. Рассмотрим n-ый член ряда

an =
n

n+ 1

и вычислим
lim
n→∞

an = lim
n→∞

n

n+ 1
= 1.

Таким образом, заключаем, что исходный ряд расходится, т.к.
не выполнено необходимое условие сходимости числового ряда.
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Задача. Исследовать сходимость ряда

0, 001 + 2
√

0, 001 + 3
√

0, 001 + . . .+ n
√

0, 001 + . . .

Решение. Как известно для любого a > 0

lim
n→∞

n
√
a = 1,

поэтому
lim
n→∞

n
√

0, 001 = 1.

Получили, что n-ый член ряда не стремится к нулю. Ряд расхо-
дится.

Упражнения.
1.2.1. Найти сумму следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

2

3n−1
, б)

∞∑
n=1

(
4

5n
+

1

2n+1

)
, в)

∞∑
n=1

(−1)n

2n−1
,

г)
∞∑
n=1

(
α

qn−1
1

+
β

qn2

)
, где |q1| > 1, |q2| > 1.

1.2.2. Исследовать сходимость следующих рядов:

а)
2

3
+

4

5
+

6

7
+ . . .

2n

2n+ 1
+ . . . ,

б) 1 +
1√
2

+
1
3
√

3
+ . . .+

1
n
√
n

+ . . . ,

в)
1

2
− 2

3
+

3

4
+ . . .+

(−1)n+1n

n+ 1
+ . . . ,

г) 1, 1− 1, 02 + 1, 003− 1, 004 + . . .+ (−1)n+1
(

1 +
n

10n

)
+ . . . ,

д) cos 1 + cos
1

2
+ . . .+ cos

1

n
+ . . .
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1.2.3. Исследовать следующие ряды на сходимость:

а)
∞∑
n=1

2n + 5n

10n
, б)

∞∑
n=1

(
(−1)n +

1

n(n+ 1)

)
,

в)
∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n− 1

)
.

1.3. Критерий Коши сходимости числовых рядов

Сходимость числового ряда по определению это сходимость
его последовательности частичных сумм. Поэтому из критерия
Коши сходимости числовых последовательностей легко получить
критерий сходимости числовых рядов.

Теорема 1.4 (Критерий Коши). Для сходимости числового ря-
да (1) необходимо и достаточно, чтобы для любого положи-
тельного числа ε нашелся такой номер N , что для всех номеров
n ≥ N и для любого целого числа p ≥ 0 выполняется неравен-
ство ∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε. (6)

Кратко это условие можно записать в следующем виде:

∀ ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ∀ p ≥ 0

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

Доказательство. По критерию Коши последовательность {Sn}
сходится тогда и только тогда, когда

∀ ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ∀ p ≥ 0 |Sn+p − Sn| < ε.

По определению частичной суммы имеем

Sn+p − Sn = an+1 + . . .+ an+p =

n+p∑
k=n+1

ak.
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Из этого равенства следует условие (6).
�

Пример. Рассмотрим ряд

1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
+ . . . ,

который называется гармоническим рядом. Используя критерий
Коши, покажем, что он является расходящимся. Укажем такое
ε0 > 0, что для любого натуральногоN существуют натуральные
n ≥ N и p > 0 такие, что∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

1

k

∣∣∣∣∣ ≥ ε0.

Это будет означать, что необходимое и достаточное условие схо-
димости числовых рядов для гармонического ряда не выполня-
ется.

Действительно, если взять ε0 = 1
2 , n = N , p = N , то будем

иметь
2N∑

k=N+1

1

k
=

1

N + 1
+

1

N + 2
+ . . .+

1

2N
>

>
1

2N
+

1

2N
+ . . .+

1

2N︸ ︷︷ ︸
N слагаемых

= N · 1

2N
=

1

2
.

Таким образом, гармонический ряд является расходящимся.
Замечание. Необходимое условие сходимости числовых ря-

дов можно было доказать, используя критерий Коши. Действи-
тельно, если взять p = 1, то получаем, что

∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N |an+1| < ε.

Это и означает, что последовательность {an} — бесконечно ма-
лая.
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Замечание. Подчеркнем, что условие стремления к нулю
последовательности членов ряда является необходимым. Напри-
мер, как мы показали, гармонический ряд расходится, но

lim
n→∞

1

n
= 0.

В дальнейшем мы сформулируем и докажем ряд достаточных
признаков сходимости рядов.

Упражнения.
1.3.1. Используя критерий Коши сходимости рядов, доказать

расходимость следующих рядов:

а)
1

2
+

1

4
+

1

6
+ . . .+

1

2n
+ . . . ,

б) 1 +
1√
2

+
1√
3

+ . . .+
1√
n

+ . . . ,

в) 1 +
1

3
+

1

7
+ . . .+

1

4n− 1
+ . . .

1.3.2. Доказать, что ряд

1− 1 +
1

2
− 1

2
+

1

3
− 1

3
+ . . .+

1

n
− 1

n
+ . . .

сходится и найти его сумму.
1.3.3∗. Пользуясь критерием Коши, доказать, что ряд

1 +
1

2
− 1

2
+

1

3
+

1

3
+

1

3
− 1

3
− 1

3
− 1

3
+ . . .+

+
1

n
+

1

n
+ . . .+

1

n︸ ︷︷ ︸
n раз

− 1

n
− 1

n
− . . .− 1

n︸ ︷︷ ︸
n раз

+ . . .

расходится.
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1.4. Ряды с неотрицательными членами

В этом параграфе будем изучать числовые ряды, члены ко-
торых неотрицательны. Итак, пусть дан ряд

∞∑
n=1

an, (7)

у которого an ≥ 0 для всех n ≥ 1. Рассмотрим последователь-
ность его частичных сумм Sn:

S1 = a1,

S2 = a1 + a2 = S1 + a2,

S3 = a1 + a2 + a3 = S2 + a3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sn = a1 + a2 + . . .+ an−1 + an = Sn−1 + an.

Так как все an неотрицательны, то

0 ≤ S1 ≤ S2 ≤ . . . ≤ Sn ≤ . . .

Таким образом, у числового ряда с неотрицательными членами
последовательность частичных сумм является неубывающей.

Теорема 1.5 Числовой ряд с неотрицательными членами схо-
дится тогда и только тогда, когда последовательность его ча-
стичных сумм ограничена сверху.
Доказательство. Утверждение теоремы непосредственно сле-
дует из критерия существования предела монотонной последо-
вательности.
�

Далее мы сформулируем и докажем несколько достаточных
признаков сходимости числовых рядов с неотрицательными чле-
нами. Все они будут основаны на сравнении исходного ряда с
рядами, информация о сходимости которых уже известна. Такие
признаки называются признаками сравнения.
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Теорема 1.6 (Признак сравнения). Пусть даны два ряда с неот-
рицательными членами — ряд (7) и

∞∑
n=1

bn. (8)

Пусть для всех n ∈ N
an ≤ bn.

Тогда справедливы следующие утверждения:
1. Если ряд (8) сходится, то сходится и ряд (7);
2. Если ряд (7) расходится, то расходится и ряд (8).

Доказательство. Докажем первое утверждение теоремы. Пусть
ряд (8) сходится. Пусть Sn, Tn — n-ые частичные суммы рядов
(7), (8) соответственно, а T — сумма ряда (8). Так как последо-
вательность частичных сумм ряда с неотрицательными членами
— неубывающая, то

Tn ≤ T.

Следовательно, имеем

Sn =

n∑
k=1

ak ≤
n∑
k=1

bk = Tn ≤ T.

Таким образом, получаем, что последовательность частичных
сумм Sn ряда (7) ограничена. Поэтому, ряд (7) сходится.

Докажем теперь второе утверждение теоремы. Пусть ряд (7)
расходится. Значит последовательность его частичных сумм не-
ограничена. Из неравенства Sn ≤ Tn следует неограниченность
последовательности {Tn}. Поэтому ряд (8) расходится.
�

Задача. Исследовать сходимость ряда

∞∑
n=2

1√
n(n− 1)

.
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Решение. Имеем

an =
1√

n(n− 1)
>

1√
n2

=
1

n
,

но, как было доказано выше, гармонический ряд является рас-
ходящимся, следовательно, исходный ряд расходится.

Задача. Исследовать сходимость ряда

∞∑
n=1

1

n2
.

Решение. Воспользуемся признаком сравнения. Для этого оце-
ним сверху n-ый член ряда:

1

n2
<

1

n(n− 1)
∀n ≥ 2,

но, как мы доказали ранее, ряд

∞∑
n=1

1

n(n− 1)

сходится. Следовательно, исходный ряд тоже сходится.

Следствие. (Признак сравнения в предельной форме) Пусть
даны ряды (7) и (8) с неотрицательными членами. Пусть bn > 0
и существует конечный

lim
n→∞

an
bn

= L > 0. (9)

Тогда ряды (7) и (8) сходятся или расходятся одновременно.
Доказательство. Так как L > 0, то по определению предела
последовательности существует такой номер N1, что для всех
n ≥ N1 выполняется неравенство∣∣∣∣anbn − L

∣∣∣∣ < L

2
.
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Отсюда получаем

L

2
<
an
bn

<
3L

2
∀n ≥ N1. (10)

Из (10) следует

an <
3L

2
bn ∀n ≥ N1.

Поэтому, по признаку сравнения из сходимости ряда (8) полу-
чаем сходимость ряда (7); из расходимости ряда (7) получаем
расходимость ряда (8). Отметим, что здесь мы воспользовались
тем, что отбрасывание конечного числа (в нашем случае N1) чле-
нов ряда не влияет на его сходимость.

С другой стороны, так как L > 0 и bn > 0, то начиная с
некоторого номера N2 все члены последовательности отличны
от нуля. Тогда, выбирая N = max (N1, N2), будем иметь

2

3L
<
bn
an

<
2

L
для всех n ≥ N.

По признаку сравнения получаем, что из сходимости ряда (7)
следует сходимость ряда (8); из расходимости ряда (8) следует
расходимость ряда (7).
�

Замечание. Если L = 0, то из сходимости ряда (8) следует
сходимость ряда (7); из расходимости ряда (7) следует расходи-
мость ряда (8).

Задача. В зависимости от параметра α > 0 исследовать схо-
димость ряда

∞∑
n=1

1

2 + αn
.

Решение. Пусть 0 < α < 1, тогда

lim
n→∞

1

2 + αn
=

1

2
,

20



т.е. не выполняется необходимое условие сходимости рядов. То
же самое и в случае α = 1. Пусть теперь α > 1, тогда

1

2 + αn
<

1

αn
.

Так как ряд
∞∑
n=1

1

αn

сходится (как ряд, составленный из членов геометрической про-
грессии с показателем q = 1/α < 1), поэтому по признаку срав-
нения сходится и исходный ряд.

Задача. Для α ≤ 1 исследовать сходимость обобщенного гар-
монического ряда

∞∑
n=1

1

nα
.

Решение. Очевидно, что для всех α ≤ 1 и всех натуральных
n справедливо неравенство

1

nα
≥ 1

n
.

Как мы уже доказали, гармонический ряд расходится. Следова-
тельно, по признаку сравнения обобщенный гармонический ряд
с показателем α ≤ 1 тоже будет расходится.

Замечание. В дальнейшем мы докажем, что для показателя
α > 1 обобщенный гармонический ряд будет сходится.

Задача. Исследовать сходимость ряда
∞∑
n=1

sin
1

n
.

Решение. Воспользуемся признаком сравнения в предельной
форме. Для этого рассмотрим предел

lim
n→∞

sin 1
n

1
n

= lim
x→0

sin x

x
= 1.
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Так как гармонический ряд расходится, то исходный ряд тоже
будет расходится.

Задача. Исследовать сходимость ряда

∞∑
n=1

5 + 4 · (−1)n

3n+2
.

Решение. Для всех натуральных n выполняется неравенство

0 <
5 + 4 · (−1)n

3n+1
≤ 5 + 4

3n+2
≤ 1

3n
.

Таким образом, из сходимости ряда

∞∑
n=1

1

3n

следует сходимость исходного ряда.
Задача. Исследовать сходимость ряда

∞∑
n=1

(
1

n
− arctg

1

n

)
.

Решение. Вычислим предел

lim
x→0

x− arctg x

x3
.

Несложно проверить, что выполнены все условия правила Лопи-
таля. Поэтому

lim
x→0

x− arctg x

x3
= lim

x→0

1− 1
1+x2

3x2
=

1

3
.

Следовательно,

lim
n→∞

1
n − arctg 1

n
1
n3

=
1

3
,
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откуда из сходимости ряда

∞∑
n=1

1

n3

(т.к. 1
n3 <

1
n2 ) следует сходимость исходного ряда.

Задача. Исследовать сходимость ряда

∞∑
n=1

en + n2

3n + ln n
.

Решение. Сравним исходный ряд с рядом

∞∑
n=1

(e
3

)n
,

который является сходящимся, т.к. e < 3. Вычислим предел

lim
n→∞

en+n2

3n+ln n(
e
3

)n = lim
n→∞

1 + n2

en

1 + ln n
3n

= 1.

Следовательно, исходный ряд сходится.

Теорема 1.7 Пусть даны два ряда (7) и (8) с положительными
членами, т.е. an > 0, bn > 0 для всех n ∈ N. Пусть справедливо
неравенство

an+1

an
≤ bn+1

bn
∀n ∈ N. (11)

Тогда из сходимости ряда (8) следует сходимость ряда (7); из
расходимости ряда (7) следует расходимость ряда (8).
Доказательство. Выпишем цепочку из (n− 1) неравенств вида
(11)

a2

a1
≤ b2
b1
,

a3

a2
≤ b3
b2
,
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. . . . . . . . . . . . . . .

an
an−1

≤ bn
bn−1

и перемножим их (мы это можем сделать, т.к. все an и bn —
строго положительны). В результате получим

an
a1
≤ bn
b1
.

Отсюда и признака сравнения следует утверждение теоремы.
�

Далее мы сформулируем и докажем ряд признаков сходимо-
сти, основанных на сравнении исходного ряда с рядом, состав-
ленным из членов геометрической прогрессии

∞∑
n=1

qn,

который сходится при |q| < 1 и расходится при |q| ≥ 1. Далее мы
будем рассматривать положительные q.

Теорема 1.8 (Признак Даламбера). Пусть дан ряд (7). Если
для всех n ∈ N справедливо неравенство

an+1

an
≤ q < 1, (12)

то ряд (7) сходится. Если для всех n ∈ N справедливо неравен-
ство

an+1

an
≥ 1, (13)

то ряд (7) расходится.
Доказательство. Пусть справедливо неравенство (12) с q < 1.
Рассмотрим ряд (8) с bn = qn. Тогда (12) можно переписать в
следующем виде

an+1

an
≤ q =

qn+1

qn
≡ bn+1

bn
.
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Так как q < 1, то по теореме 1.7 ряд (7) сходится.
Пусть теперь выполняется (13). Рассмотрим ряд (8) с bn = 1.

Тогда неравенство (13) можно переписать в следующем виде

an+1

an
≥ 1 =

bn+1

bn
.

Отсюда и из теоремы1.7 следует, что ряд (7) расходится.
�

Замечание. Условие (12) нельзя заменить условием
an+1

an
< 1.

Действительно, для гармонического ряда имеем
an+1

an
=

n

n+ 1
< 1

для всех натуральных n, но ряд расходится.
Замечание. Как уже отмечалось выше, отбрасывание конеч-

ного числа членов ряда не влияет на его сходимость. Поэтому
если неравенства (12) и (13) выполняются не для всех номеров
n, а начиная с некоторого N , то утверждение теоремы остается
в силе.

Задача. Пользуясь признаком Даламбера, исследовать сходи-
мость ряда

∞∑
n=1

3n

n!
.

Решение. Имеем

an =
3n

n!
, an+1 =

3n+1

(n+ 1)!
,

поэтому
an+1

an
=

3n+1 · n!

3n · (n+ 1)!
=

3

n+ 1
≤ 3

4
< 1

для всех n ≥ 3. Следовательно, по признаку Даламбера ряд схо-
дится.
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Задача. Доказать расходимость ряда

∞∑
n=1

n!

10n
.

Решение. Имеем

an+1

an
=

(n+ 1)! · 10n

10n+1 · n!
=
n+ 1

10
≥ 1

для всех n ≥ 9, поэтому по признаку Даламбера ряд расходится.

Теорема 1.9 (Признак Даламбера в предельной форме). Пусть
дан ряд (7). Пусть существует предел

lim
n→∞

an+1

an
= L. (14)

Тогда при L < 1 ряд (7) сходится; при L > 1 — расходится.
Доказательство. Пусть предел (14) существует и L < 1. Тогда,
начиная с некоторого номера N , справедливо неравенство∣∣∣∣an+1

an
− L

∣∣∣∣ < 1− L
2

, ∀n ≥ N,

откуда следует

an+1

an
<

1 + L

2
< 1 ∀n ≥ N.

По признаку Даламбера ряд сходится.
Пусть теперь L > 1. Тогда, начиная с некоторого номера N ,

справедливо неравенство∣∣∣∣an+1

an
− L

∣∣∣∣ < L− 1, ∀n ≥ N,

откуда следует
an+1

an
> 1 ∀n ≥ N.
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По признаку Даламбера ряд расходится.
�

Замечание. Отметим, что признак Даламбера применим толь-
ко в случаях, когда L 6= 1. Если же L = 1, то исследуемый ряд
может как сходится, так и расходится. Например, для гармони-
ческого ряда (известно, что он расходится)

lim
n→∞

an+1

an
= 1.

Вместе с тем, ряд
∞∑
n=1

1

n2

сходится и
lim
n→∞

an+1

an
= 1.

Задача. Исследовать на сходимость ряд

∞∑
n=1

3nn!

nn
.

Решение. Воспользуемся признаком Даламбера в предельной
форме. Итак, имеем

an+1

an
=

3n+1(n+ 1)!nn

(n+ 1)n+13nn!
=

3nn

(n+ 1)n
=

3(
1 + 1

n

)n .
Поэтому

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

3(
1 + 1

n

)n =
3

e
> 1

и, следовательно, ряд расходится.
Задача. Исследовать на сходимость ряд

∞∑
n=1

n

5n
.
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Решение. Здесь an = n
5n , an+1 = n+1

5n+1 , поэтому

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+ 1) · 5n

n · 5n+1
= lim

n→∞

n

5(n+ 1)
=

1

5
< 1.

Следовательно, ряд сходится.
Задача. Исследовать сходимость ряда

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
.

Решение. Выпишем отношение (n+ 1)-го члена ряда к n-му:

an+1

an
=

((n+ 1)!)2 · (2n)!

(n!)2 · (2(n+ 1))!
=

(n!)2(n+ 1)2 · (2n)!

(n!)2 · (2n)!(2n+ 1)(2n+ 2)
=

=
(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
.

Переходя к пределу при n→∞, получим

lim
n→∞

an+1

an
=

1

4
< 1.

Поэтому, ряд сходится.

Теорема 1.10 (Признак Коши). Пусть дан ряд (7). Если для
всех n ∈ N справедливо неравенство

n
√
an ≤ q < 1, (15)

то ряд (7) сходится. Если для всех n ∈ N справедливо неравен-
ство

n
√
an ≥ 1, (16)

то ряд (7) расходится.
Доказательство. Пусть q < 1, положим bn = qn. Тогда из (15)
следует, что

an ≤ bn,
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и по признаку сравнения ряд (7) сходится.
Пусть теперь справедливо неравенство (16). Тогда an ≥ 1,

следовательно, n-ый член ряда не может стремиться к нулю. Ряд
расходится.
�

Замечание. Если условие (15) справедливо, начиная с неко-
торого номера N , то признак Коши сходимости числовых рядов
остается в силе.

Замечание. Условие (15) нельзя заменить условием

n
√
an < 1.

Например, для гармонического ряда

n
√
an =

1
n
√
n
< 1,

но, как известно, он расходится.

Задача. Исследовать сходимость ряда
∞∑
n=2

1

(ln n)n
.

Решение. Воспользуемся признаком Коши:

n
√
an = n

√
1

(ln n)n
=

1

ln n
<

1

2
< 1

для всех n ≥ 9. Поэтому ряд сходится.
Задача. Исследовать на сходимость ряд

∞∑
n=1

(
n

3n+ 1

)n
.

Решение. Имеем

n
√
an = n

√(
n

3n+ 1

)n
=

n

3n+ 1
<

n

3n
=

1

3
< 1,
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и, следовательно, ряд сходится.
Задача. Исследовать следующий ряд на сходимость:

∞∑
n=1

(
2 + (−1)n

5 + (−1)n+1

)n
.

Решение. Рассмотрим

n
√
an =

2 + (−1)n

5 + (−1)n+1
≤ 2 + 1

5− 1
=

3

4
< 1,

откуда следует, что ряд сходится.

Теорема 1.11 (Признак Коши в предельной форме). Пусть дан
ряд (7). Пусть существует предел

lim
n→∞

n
√
an = L. (17)

Тогда при L < 1 ряд (7) сходится; при L > 1 — расходится.
Доказательство. Доказательство аналогично доказательству при-
знака Даламбера в предельной форме. Для этого достаточно
лишь в рассуждениях заменить an+1

an
на n
√
an.

�
Замечание. В случае, когда L = 1, исследование сходимости

ряда требует применения других методов.

Задача. Исследовать на сходимость ряд

∞∑
n=1

1

3n
·
(
n+ 1

n

)n2

.

Решение. Для данного ряда имеем

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
1

3n
·
(
n+ 1

n

)n2

=
1

3
lim
n→∞

(
n+ 1

n

)n
=

=
1

3
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
=
e

3
< 1.
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Следовательно, ряд сходится.
Задача. Исследовать сходимость ряда

∞∑
n=1

2n

n1000
.

Решение. Известно, что

lim
n→∞

n
√
n = 1,

поэтому

lim
n→∞

n
√
n1000 =

(
lim
n→∞

n
√
n
)1000

= 1

и, следовательно, для данного ряда

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

2
n
√
n1000

= 2 > 1.

Таким образом, заключаем, что ряд расходится.

Теорема 1.12 (Интегральный признак сходимости). Пусть функ-
ция f(x) неотрицательна и не возрастает всюду на полуинтер-
вале [1,+∞). Тогда числовой ряд

∞∑
n=1

f(n) = f(1) + f(2) + . . . (18)

сходится тогда и только тогда, когда сходится несобственный
интеграл

∞∫
1

f(x)dx. (19)

Доказательство. Возьмем произвольное натуральное число n ≥
2, а x — любое число из отрезка [n − 1, n]. По условию теоремы
функция f(x) — невозрастающая. Поэтому справедливы нера-
венства

f(n) ≤ f(x) ≤ f(n− 1) ∀n ≥ 2.
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Так как функция f(x) — неотрицательна и монотонна для
всех x ≥ 1, то она ограничена. А из ограниченности и монотон-
ности функции следует ее интегрируемость на отрезке [n− 1, n].
Имеют место неравенства

n∫
n−1

f(n)dx ≤
n∫

n−1

f(x)dx ≤
n∫

n−1

f(n− 1)dx,

откуда следует

f(n) ≤
n∫

n−1

f(x)dx ≤ f(n− 1) ∀n ≥ 1.

Выпишем цепочку неравенств, последовательно подставляя n =
1, 2, 3, . . .

f(2) ≤
2∫

1

f(x)dx ≤ f(1),

f(3) ≤
3∫

2

f(x)dx ≤ f(2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(n) ≤
n∫

n−1

f(x)dx ≤ f(n− 1).

Сложим эти неравенства и воспользуемся аддитивностью опре-
деленного интеграла. В результате получим

n∑
k=2

f(k) ≤
n∫

1

f(x)dx ≤
n−1∑
k=1

f(k). (20)

Пусть Sn — n-я частичная сумма ряда (18), т.е.

Sn =
n∑
k=1

f(k).
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Кроме того, положим

an =

n∫
1

f(x)dx.

Тогда (20) можно переписать в следующем виде

Sn − f(1) ≤ an ≤ Sn−1. (21)

Из (21) легко следует утверждение теоремы. Действительно, т.к.
f(x) ≥ 0 для всех x ≥ 1, то последовательность {an} — неотрица-
тельна. Поэтому для ее сходимости (что, фактически, означает
сходимость несобственного интеграла (19)) необходимо и доста-
точно, чтобы она была ограничена. Кроме того, для сходимости
ряда (18) — ряда с неотрицательными членами необходимо и до-
статочно, чтобы последовательность {Sn} его частичных сумм
была ограничена.

Из (21) следует, что последовательность {an} ограничена то-
гда и только тогда, когда ограничена последовательность {Sn}.
�

Пример. Используя доказанную теорему легко показать, что
обобщенный гармонический ряд с показателем α > 1 сходится.
Действительно, известно, что несобственный интеграл

∞∫
1

dx

xα

сходится при α > 1 , и расходится при α ≤ 1. Таким образом,
обобщенный гармонический ряд

∞∑
n=1

1

nα

сходится при α > 1 , и расходится при α ≤ 1.
Замечание. Отметим, что сумма числового ряда (18) в об-

щем случае не совпадает со значением несобственного интегра-
ла (19).
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Задача. Исследовать сходимость ряда

∞∑
n=2

1

n lnn
. (22)

Решение. Применим интегральный признак сходимости. Для
этого рассмотрим несобственный интеграл

∞∫
2

dx

x lnx
,

который по определению равен

lim
A→∞

ln lnx
∣∣x=A

x=2
= lim

n→∞
ln lnA− ln ln 2.

Последний, в свою очередь, не существует. Следовательно, ряд
(22) расходится.

Упражнения.
1.4.1. Используя признак сравнения, исследовать сходимость

следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

1

n
√

(n2 + 1)
, б)

∞∑
n=2

1

ln n
,

в)
∞∑
n=1

√
n− 1

n
, г)

∞∑
n=1

1

3n(2n+ 1)
,

д)
∞∑
n=1

n2 + 1√
n5

, е)
∞∑
n=1

n2

n4 + 10000
.

1.4.2∗. Используя признак сравнения, доказать сходимость
следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

sin
π

n2
, б)

∞∑
n=1

| sin 3n|
3n

,
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в)
∞∑
n=1

1

n2 + 1− cos n
, г)

∞∑
n=1

tg
1

n2
,

д)
∞∑
n=1

ln n

n3 − 2
, е)

∞∑
n=1

ln
(

1
n + 1

)
n

.

1.4.3. Используя признак сравнения в предельной форме, ис-
следовать сходимость следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

2n + 1

3n − 1
, б)

∞∑
n=1

ln

(
n2 + 2

n2

)
,

в)
∞∑
n=1

n sin
1

n2
, г)

∞∑
n=1

1

n
tg

1

n
,

д)
∞∑
n=1

ln

(
1

n
+ 1

)
, е)

∞∑
n=1

2n sin
1

3n
.

1.4.4. Исследовать сходимость следующих рядов:

а)∗
∞∑
n=1

(
1− cos

1√
n

)
, б)∗

∞∑
n=1

n
(
e

1
n − 1

)2
,

в)
∞∑
n=1

(
1

n
− sin

1

n

)
, г)

∞∑
n=1

n2 + 1

n3 + 3n
;

д)
∞∑
n=1

n4 − 100000

n5 + 1000000
, е)

∞∑
n=1

(4 + (−1)n)n

7n
.

1.4.5. Используя признак Даламбера, исследовать сходимость
следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

n(n+ 1)

3n
, б)

∞∑
n=1

n!

100n
,

в)
∞∑
n=1

nn

n!
, г)

∞∑
n=1

7n

n!
,
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д)∗
∞∑
n=1

nn sin π
2n

n!
, е)∗

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
· 1

n2n+1
,

где
(2n)!! = 2 · 4 · 6 · . . . · (2n),

(2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1).

1.4.6. Используя признак Коши, исследовать сходимость сле-
дующих рядов:

а)
∞∑
n=1

(5 + (−1)n)n

4n
, б)

∞∑
n=1

(
n

5n+ 2

)n
,

в)
∞∑
n=1

(
2− (−1)n

5 + (−1)n

)n
, г)

∞∑
n=1

(
2n2 − 1

3n2 + 1

)n
.

1.4.7. Используя признак Коши в предельной форме, иссле-
довать сходимость следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n2

, б)
∞∑
n=1

(
n

2n+ 1

)n
,

в)
∞∑
n=1

1

2n
·
(
n+ 1

n

)n2

, г)
∞∑
n=1

sinn
π

2n
,

д)
∞∑
n=1

(
2n2 + 1

3n2 − 1

)n
,

∞∑
n=1

(
2n2 + 2n+ 1

5n2 + 3n+ 9

)n
.

1.4.8. Используя интегральный признак сходимости, исследо-
вать на сходимость следующие ряды:

а)
∞∑
n=2

1

n ln2 n
, б)

∞∑
n=1

e−
√
n

√
n
,

в)∗
∞∑
n=2

1

n lnn ln lnn
,

∞∑
n=2

1

n lnn(ln lnn)2
.
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1.4.9. Используя различные признаки сходимости, исследо-
вать сходимость знакоположительных рядов:

а)
∞∑
n=1

10n

2n+ 5
, б)

∞∑
n=1

n!

nn
,

в)
∞∑
n=1

10n

n!
, г)

∞∑
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)
,

д)
∞∑
n=1

2n + 3n

4n + 5n
, е)

∞∑
n=1

3n − 2n

5n − 4n
,

ж)
∞∑
n=1

1

n n
√
n
, з)

∞∑
n=1

n3 + 1(
4 + 1

n

)n ,
и)

∞∑
n=1

2(−1)n+n, к)
∞∑
n=1

2(−1)n−n,

л)
∞∑
n=1

4 · 7 · 13 · . . . · (3n+ 4)

3 · 7 · 11 · . . . · (4n+ 3)
,

м)
∞∑
n=1

(
1 + 1

n

)n2

en
, н)

∞∑
n=1

(n!)2

2n2 ,

о)
∞∑
n=1

3n
2−1

2n2√n
, п)

∞∑
n=2

ln lnn

n lnn
.

1.5. Абсолютно и условно сходящиеся ряды

В этом параграфе изучим ряды, члены которых могут быть
любого знака.

Определение. Ряд
∞∑
n=1

an (23)
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называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд

∞∑
n=1

|an|. (24)

Замечание. В определении абсолютно сходящегося ряда не
сказано, что он должен сходится. Тем не менее, справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема 1.13 Если ряд сходится абсолютно, то он сходится.
Доказательство. Нам надо доказать, что из сходимости ряда
(24) следует сходимость ряда (23). Действительно, в силу крите-
рия Коши имеем: для любого ε > 0 существует номер N такой,
что для всех n ≥ N и для всех p ≥ 0 справедливо неравенство

n+p∑
k=n+1

|ak| < ε.

Из неравенства ∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

|ak|

следует, что критерий Коши справедлив и для ряда (23).
�

Определение. Ряд (23) называется условно сходящимся, ес-
ли он сходится, а ряд (24) расходится.

Задача. Показать, что ряд

∞∑
n=1

sin n

nα

сходится абсолютно при α > 1.
Решение. Из неравенства∣∣∣∣sin n

nα

∣∣∣∣ ≤ 1

nα
, ∀n ≥ 1,
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и признака сравнения следует, что ряд

∞∑
n=1

∣∣∣∣sin n

nα

∣∣∣∣
сходится. Следовательно, исходный ряд

∞∑
n=1

sin n

nα

будет сходиться абсолютно.
Задача. Доказать, что ряд

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(25)

сходится условно.
Решение. Заметим, что ряд, составленный из абсолютных ве-

личин членов исходного ряда, совпадает с гармоническим рядом,
который, как известно, расходится. Следовательно, ряд (25) не
сходится абсолютно. Покажем, что он сходится. Действительно,
по формуле Маклорена для функции ln (1 + x) имеем

ln (1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ . . .+ (−1)n+1x

n

n
+Rn+1(x),

где Rn+1(x) — остаточный член. В форме Лагранжа

Rn+1(x) = (−1)n
xn

(n+ 1)(1 + θx)n+1
, θ ∈ (0, 1).

Отсюда следует, что для всех x ∈ [0, 1] имеет место оценка

Rn+1(x) ≤ 1

n+ 1
.

Таким образом, получаем

|Sn − ln 2| ≤ 1

n+ 1
,
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где Sn — n-я частичная сумма ряда (25). Это означает, что ряд
(25) сходится, а его сумма равна ln 2. Мы показали, что ряд (25)
сходится условно.

Определение. Пусть задана последовательность {pn}, у ко-
торой pn ≥ 0 для всех n ∈ N. Ряд вида

p1 − p2 + p3 − p4 + . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1pn (26)

называется знакочередующимся рядом.
Установим достаточный признак сходимости знакочередую-

щихся рядов.

Теорема 1.14 (Лейбниц). Если последовательность {pn} моно-
тонно стремится к нулю, то ряд (26) сходится.
Доказательство. Пусть {Sn} — n-я частичная сумма ряда (26).
Рассмотрим подпоследовательность S2k. Сгруппируем слагаемые
в S2k следующим образом

S2k = (p1 − p2) + (p3 − p4) + . . .+ (p2k−1 − p2k).

В силу монотонности последовательности {pn} каждое из сла-
гаемых в последнем равенстве неотрицательно. Следовательно,
последовательность {S2k} неубывающая.

С другой стороны, имеем

S2k = p1 − (p2 − p3)− (p4 − p5)− . . .− (p2k−2 − p2k−1)− p2k ≤ p1.

Таким образом, получаем, что последовательность {S2k} не убы-
вает и ограничена сверху. Следовательно, она имеем предел. Обо-
значим его через S. Далее, имеем S2k−1 = S2k − p2k. Так как
p2k → 0 при k → ∞, то S2k−1 → S при k → ∞. Отсюда следует,
что последовательность {Sn} сходится к S, т.е. ряд (26) сходит-
ся.
�
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Задача. Используя признак Лейбница, доказать, что ряд
∞∑
n=1

(−1)n+1

√
n

сходится.
Решение. Проверим, что данный ряд удовлетворяет условиям

теоремы Лейбница. Действительно, ряд является знакочередую-
щимся, составленным из последовательности {pn}, где

pn =
1√
n
,

которая монотонно стремится к нулю.
Задача. Исследовать следующий ряд на абсолютную и услов-

ную сходимости:
∞∑
n=1

(−1)n+1

n− lnn
.

Решение. Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных ве-
личин членов исходного ряда

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n+1

n− lnn

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

1

n− lnn

и сравним его с гармоническим рядом, воспользовавшись при-
знаком сравнения в предельной форме. Итак, имеем

lim
n→∞

1
n−lnn

1
n

= lim
n→∞

1

1− lnn
n

= 1

откуда следует, что ряд не сходится абсолютно.
Исследуем ряд на сходимость. Покажем, что последователь-

ность {pn}, где
pn =

1

n− lnn

монотонно убывает. Для этого рассмотрим функцию

f(x) =
1

x− lnx
,

41



определенную на полуинтервале [1,+∞) и найдем ее производ-
ную:

f ′(x) = − 1

(x− lnx)2
·
(

1− 1

x

)
= − x− 1

(x− lnx)
.

Видно, что f ′(x) < 0 для всех x > 1. Следовательно, функция
f(x) монотонно убывает. Поэтому последовательность pn тоже
убывает. По признаку Лейбница ряд сходится. Таким образом,
ряд сходится условно.

В заключение сформулируем две теоремы, характеризующие
отличие условно и абсолютно сходящихся рядов.

Теорема 1.15 (Коши). Если данный ряд сходится абсолютно,
то любой ряд, составленный из членов исходного, взятых в лю-
бом порядке, также абсолютно сходится и имеет ту же сум-
му, что и исходный.

Теорема 1.16 (Риман). Если данный ряд сходится условно, то
для любого действительного числа S можно переставить чле-
ны исходного ряда так, что сумма полученного ряда будет рав-
на S.

Теорема Римана показывает, что одно из основных свойств
действительных чисел — коммутативность конечного числа сла-
гаемых — не переносится на бесконечные суммы, т.е. на ряды.

С другой стороны, теорема Коши показывает, что среди ря-
дов можно выделить отдельный класс — абсолютно сходящиеся
ряды, для которых справедлив коммутативный закон сложения.

И, наконец, отметим, что ассоциативный закон сложения спра-
ведлив для любых сходящихся рядов. Если же ряд расходится,
то это утверждение не верно. Например, ряд

1− 1 + 1− 1 + . . .+ (−1)n + . . .

расходится, а ряды

(1− 1) + (1− 1) + . . .+ (1− 1) + . . . ,

1− (1− 1)− (1− 1)− . . .− (1− 1)− . . . ,
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полученные из исходного путем расставления скобок, сходятся.
При этом сумма первого равна 0, а второго 1.

Упражнения.
1.5.1. Используя признак сходимости Лейбница, доказать схо-

димость следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

(−1)n+1(n+ 1)

n2 + n+ 1
, б)

∞∑
n=1

(−1)n+1

ln(n+ 1)
,

в)
∞∑
n=1

(−1)n+1 lnn

n
, г)

∞∑
n=1

(−1)n+1

ln(n2 − n+ 1)
.

1.5.2. Исследовать на абсолютную и условную сходимости
следующие ряды:

а)
∞∑
n=1

(−1)n+1

ln(n2 + 1)
, б)

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
, в)

∞∑
n=1

(−1)n+1n,

г)
∞∑
n=1

(−1)n+1 2n+ 1

n(n+ 10)
, д)

∞∑
n=1

(−1)n+1
(

n
√
e− 1

)
,

е)
∞∑
n=1

(−1)n+1n

n3 − sin2 n
, ж)

∞∑
n=1

(−1)n+1

(
n

2n+ 1

)n
.

2. Функциональные ряды

В этой главе мы изучим функциональные последовательно-
сти и ряды, членами которых являются не числа, а некоторые
функции, определенные на некотором фиксированном множе-
стве.

2.1. Функциональные последовательности

Пусть X — некоторое числовое множество, т.е. X ⊂ R. Для
каждого натурального n поставим в соответствие некоторую функ-
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цию fn(x), определенную на множестве X. В результате получим
функциональную последовательность

{fn(x)}. (27)

При этом
f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . .

называются элементами функциональной последовательности, а
множество X — ее областью определения.

Пример. 1) fn(x) = xn, x ∈ [0, 1]; 2) fn(x) = arctg nx, x ∈ R.
Определение. Пусть точка x0 принадлежит множеству об-

ласти определения функциональной последовательности (27). Го-
ворят, что функциональная последовательность (27) сходится в
точке x0, если числовая последовательность {f(x0)} сходится.

Определение. Множество точек x0 ∈ X, в которых сходит-
ся данная функциональная последовательность, называется об-
ластью сходимости этой последовательности.

Замечание. Область сходимости может не совпадать с об-
ластью определения функциональной последовательности. Дей-
ствительно, рассмотрим fn(x) = xn, x ∈ [−1, 1]. Для любой точки
x0 ∈ (−1, 1] числовая последовательность {xn0} сходится. В точке
x0 = −1 последовательность {(−1)n} расходится. Значит, обла-
стью сходимости будет полуинтервал (−1, 1].

Далее будем рассматривать функциональные последователь-
ности, у которых область сходимости и область определения сов-
падают.

Определение. Функция f(x), определенная на множестве
X называется пределом (или поточечным пределом) последова-
тельности (27), если

f(x0) = lim
n→∞

fn(x0)

для всех x0 ∈ X.
Пример. 1. Пусть fn(x) = xn, x ∈ [0, 1]. Тогда при n→∞

fn(x)→ f(x) =

{
0, x ∈ [0, 1),
1, x = 1.
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2. Пусть

fn(x) =
nx2

1 + n2x2
, x ∈ R,

тогда при n→∞
fn(x)→ f(x) = 0

для всех x ∈ R.
3. Пусть

fn(x) =

{
1− nx, x ∈ [0, 1

n ],
0, x ∈ ( 1

n , 1].

Тогда при n→∞

fn(x)→ f(x) =

{
1, x = 0,
0, x ∈ (0, 1].

Заметим, что в рассмотренных примерах все функции fn(x)
— непрерывны, а предельная функция может оказаться и раз-
рывной (в 1 и 3 случаях). В дальнейшем мы установим ряд
достаточных условий, при которых предельные функции после-
довательностей и рядов будут сохранять свои свойства: непре-
рывность, дифференцируемость, интегрируемость. Для этого мы
введем новое понятие — понятие равномерной сходимости.

Определение. Функциональная последовательность {fn(x)}
называется равномерно сходящейся к функции f(x) на множе-
стве X, если для любого ε > 0 существует такой номер N , что
для всех точек x ∈ X и для всех номеров n ≥ N выполняется
неравенство

|fn(x)− f(x)| < ε.

Если последовательность {fn(x)} сходится к f(x) равномерно
на множестве X, то в этом случае пишут

fn
X
⇒ f при n→∞.

Замечание. Если последовательность {fn(x)} сходится рав-
номерно к функции f(x) на множестве X, то она сходится и по-
точечно для каждой точки x из X. Обратное в общем случае
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не верно, т.е. из сходимости последовательности функций в для
каждой точки x ∈ X не следует равномерная сходимость по-
следовательности. Действительно, как известно, последователь-
ность {fn(x)}, где

fn(x) = xn, x ∈ [0, 1]

сходится к

f(x) =

{
0, x ∈ [0, 1),
1, x = 1

в каждой точке отрезка [0, 1]. Покажем, что равномерной сходи-
мости нет. Для этого укажем число ε0 > 0 такое, что для всех
N можно найти такой номер n ≥ N и такую точку x ∈ [0, 1], что
будет выполняться неравенство

|fn(x)− f(x)| ≥ ε0.

Действительно, если взять ε0 = 1/4 и для любого натурального
N положить n = N и взять точку xN = 1−1/N ∈ [0, 1], то будем
иметь

|fN (xN )− f(xN )| =
(

1− 1

N

)N
.

Известно, что числовая последовательность{(
1− 1

N

)N}
является возрастающей, следовательно,(

1− 1

N

)N
≥
(

1− 1

2

)2

=
1

4

для всех натуральных N ≥ 2.
Запишем определения поточечной и равномерной сходимости

последовательности функций в символической форме:
поточечная сходимость: fn → f

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N : |fn(x)− f(x)| < ε;
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равномерная сходимость: fn
X
⇒ f

∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N ∀x ∈ X : |fn(x)− f(x)| < ε.

Таким образом, если последовательность функций сходится
поточечно на множестве X, то для каждой точки x из X суще-
ствует, вообще говоря, свой номер N = N(ε, x) (т.е. N зависит и
от ε, и от x) такой, что начиная с него, выполняется неравенство

|fn(x)− f(x)| < ε. (28)

Если же последовательность сходится равномерно на множе-
стве X, то номер N , начиная с которого выполняется неравен-
ство (28) не зависит от выбора точки x ∈ X, т.е. неравенство (28)
выполняется для всех x ∈ X и для всех n ≥ N .

Теорема 2.1 Последовательность {fn(x)} сходится равномер-
но на множестве X к функции f(x) тогда и только тогда, ко-
гда

lim
n→∞

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| = 0. (29)

Доказательство. Пусть последовательность {fn(x)} сходится
равномерно к f(x) на множестве X, тогда

∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N ∀x ∈ X : |fn(x)− f(x)| < ε

2
.

Положим
αn = sup

x∈X
|fn(x)− f(x)|.

Тогда из свойств точной верхней грани следует, что

αn ≤
ε

2
< ε.

Таким образом, получили, что для любого ε > 0 можно най-
ти такой номер N , начиная с которого выполняется неравенство
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αn < ε, где n ≥ N . Это означает, что числовая последователь-
ность {αn} стремится к нулю.

Пусть теперь выполнено (29), т.е.

∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N : αn < ε.

Так как
αn = sup

x∈X
|fn(x)− f(x)|,

то
|fn(x)− f(x)| ≤ αn ∀x ∈ X.

Таком образом, получили

∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N ∀x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≤ αn < ε,

то есть последовательность {fn(x)} сходится равномерно к f(x)
на множестве X.
�

Следствие. Пусть

|fn(x)− f(x)| ≤ an (30)

для всех x ∈ X и
lim
n→∞

an = 0. (31)

Тогда последовательность {fn(x)} сходится равномерно к f(x)
на множестве X.
Доказательство. Так как неравенство (30) выполняется для
всех x ∈ X, то

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| ≤ an.

Тогда из условия (31) следует, что

lim
n→∞

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| = 0.

�
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Пример. Рассмотрим функциональную последовательность
{fn(x)}, где

fn(x) =
nx2

1 + n2x2
, x ∈ R.

Для каждого фиксированного x0 ∈ X числовая последователь-
ность {fn(x0)} сходится к нулю. Покажем, что {fn(x)} сходится
к f(x) = 0 равномерно на R. Действительно, имеем

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ nx2

1 + n2x2

∣∣∣∣ < nx2

n2x2
=

1

n
→ 0

при n→∞.
В заключение параграфа докажем критерий Коши равномер-

ной сходимости функциональных последовательностей.

Теорема 2.2 (критерий Коши). Функциональная последователь-
ность {fn(x)} сходится равномерно на множестве X к неко-
торой функции тогда и только тогда, когда для любого ε > 0
можно найти такой номер N , что для всех x ∈ X, для всех
n ≥ N и для всех p = 1, 2 . . . выполняется неравенство

|fn+p(x)− fn(x)| < ε.

Кратко последние условие можно записать так:

∀ε > 0 ∃N ∀x ∈ X ∀n ≥ N ∀p ≥ 1 : |fn+p(x)− fn(x)| < ε. (32)

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть последователь-
ность {fn(x)} сходится равномерно к f(x), т.е. для любого ε > 0
можно найти номер N такой, что для всех n ≥ N и для всех
x ∈ X выполнено

|fn(x)− f(x)| < ε

2
.

Так как n+ p > n при p ≥ 1, то для всех x ∈ X, для всех n ≥ N
и для всех p ≥ 1 имеем

|fn+p(x)− f(x)| < ε

2
.
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В результате получим, что для всех ε > 0 существует номер N
такой, что для всех x ∈ X, для всех n ≥ N и для всех p ≥ 1
выполнено

|fn+p(x)− fn(x)| = |fn+p(x)− f(x)− (fn(x)− f(x))| ≤

≤ |fn+p(x)− f(x)|+ |(fn(x)− f(x))| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Теперь докажем достаточность. Пусть выполнено условие (32).
Возьмем произвольную точку x0 ∈ X. Тогда получаем, что чис-
ловая последовательность {fn(x0)} удовлетворяет условию Ко-
ши, а значит имеет предел. Обозначим его через f(x0) и пока-
жем, что функция f(x) есть равномерный предел функциональ-
ной последовательности {fn(x)}. Неравенство

|fn+p(x)− fn(x)| < ε

справедливо для всех p ≥ 1 и для всех x ∈ X. Устремив p к ∞ в
этом неравенстве, получим

|f(x)− fn(x)| ≤ ε ∀x ∈ X.

Таким образом, получаем, что для любого ε > 0 существует но-
мер N такой, что для всех n ≥ N и для всех x ∈ X выполняется
неравенство

|fn(x)− f(x)| ≤ ε,
что и означает равномерную сходимость на множестве X после-
довательности {fn(x)} .
�

2.2. Функциональные ряды

Определение. Пусть на множестве X задана функциональ-
ная последовательность {un(x)}, x ∈ X. Пусть x0 ∈ X — произ-
вольная фиксированная точка. Тогда мы можем составить чис-
ловой ряд

∞∑
n=1

un(x0).
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Совокупность всех таких рядов называется функциональным ря-
дом, определенным на множестве X, и обозначается

∞∑
n=1

un(x). (33)

Функции un(x), n = 1, 2, . . . называются членами функциональ-
ного ряда (33).

Определение. Функция

Sn(x) = u1(x) + u2(x) + . . .+ un(x) =
n∑
k=1

uk(x), x ∈ X (34)

называется n-ой частичной суммой функционального ряда (33).
Определение. Ряд (33) называется сходящимся поточечно

на множестве X, если функциональная последовательность его
частичных сумм Sn(x) сходится в каждой точке множества X. В
этом случае будем писать

S(x) =
∞∑
n=1

un(x), x ∈ X.

Определение. Множество всех точек x ∈ X называется об-
ластью сходимости функционального ряда (33).

Замечание. Область сходимости может не совпадать со мно-
жество X, на котором определены функции un(x) – члены функ-
ционального ряда.

Пример. Рассмотрим ряд

∞∑
n=1

(−x)n.

Функции un(x) = (−x)n определены на всей числовой прямой
R, но, как известно, ряд составленный из членов геометрической
сходится тогда и только тогда, когда |x| < 1.
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Задача. Найти область сходимости функционального ряда
∞∑
n=1

e−nx.

Решение. Для всех x ∈ R имеем un(x) > 0, поэтому можно
воспользоваться признаком Коши сходимости числовых рядов.
Зафиксируем точку x и рассмотрим

lim
n→∞

n
√
e−nx = e−x.

При x > 0 значение предела строго меньше 1; при x < 0 — строго
больше 1. Следовательно, для всех x > 0 ряд сходится; для всех
x < 0 — расходится. Рассмотрим точку x = 0. В результате
получим ряд

1 + 1 + . . .+ 1 + . . . ,

который расходится. Таким образом, область сходимости функ-
ционального ряда есть интервал (0,+∞).

Задача. Найти область сходимости функционального ряда
∞∑
n=1

(
1− x
1 + x

)n
.

Решение. Во-первых, заметим, что при x = −1 функции —
члены функционального ряда не определены. Обозначим

y =
1− x
1 + x

,

тогда ряд
∞∑
n=1

yn

представляет собой ряд, составленный из членов геометрической
прогрессии, про который известно, что он сходится только при
|y| < 1. Решая неравенство∣∣∣∣1− x1 + x

∣∣∣∣ < 1,
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заключаем, что область сходимости исходного функционального
ряда есть интервал (0,+∞).

Определение. Функциональный ряд (33) называется равно-
мерно сходящимся на множестве X к сумме S(x), если последо-
вательность его частичных сумм {Sn(x)} сходится равномерно к
S(x) на множестве X.

Задача. Исследовать на равномерную сходимость ряд

∞∑
n=0

xn

на множествах: а) [−1/2, 1/2]; б) (−1, 1).
Решение. Рассмотрим n-ую частичную сумму ряда :

Sn(x) = |1 + x+ x2 + . . .+ xn| = 1− xn+1

1− x
.

Для каждого фиксированного x ∈ (−1, 1) (и, тем более, для x ∈
[−1/2, 1/2]) последовательность {Sn(x)} сходится к

S(x) =
1

1− x
.

Рассмотрим

|Sn(x)− S(x)| =
∣∣∣∣1− xn+1

1− x
− 1

1− x

∣∣∣∣ =
|x|n+1

1− x
.

В случае а) будем иметь

|Sn(x)− S(x)| ≤ 1

2n
.

Следовательно,

lim
n→∞

sup
x∈[−1/2,1/2]

|Sn(x)− S(x)| ≤ lim
n→∞

1

2n
= 0.

53



Это означает, что последовательность частичных сумм ряда схо-
дится равномерно на множестве [−1/2, 1/2], т.е. ряд сходится
равномерно к S(x) на отрезке [−1/2, 1/2].

В случае б) имеем

lim
x→1−0

|x|n+1

1− x
= +∞,

следовательно,

sup
x∈(−1,1)

|Sn(x)− S(x)| = +∞.

Поэтому последовательность частичных сумм {Sn(x)} не сходит-
ся равномерно на интервале (−1, 1), т.е. исходный ряд не сходит-
ся равномерно на (−1, 1).

Теорема 2.3 (Критерий Коши равномерной сходимости ряда).
Ряд (33) сходится равномерно на множестве X тогда и только
тогда, когда для любого ε > 0 найдется такой номер N , что
для всех n ≥ N , для всех натуральных p ≥ 1 и для всех x ∈ X
выполняется неравенство∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε. (35)

Доказательство. Пусть Sn(x) — частичные суммы ряда (33).
Тогда критерий Коши равномерной сходимости ряда следует из
равенства

un+1(x) + . . .+ un+p(x) = Sn+p(x)− Sn(x)

и критерия Коши равномерной сходимости последовательностей.
�

Теорема 2.4 (Необходимое условие равномерной сходимости ря-
да). Если функциональный ряд (33) равномерно сходится на мно-
жестве X, то последовательной его членов равномерно сходит-
ся к u(x) = 0, x ∈ X.
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Доказательство. Действительно, имеем

un(x) = Sn(x)− Sn−1(x),

где {Sn(x)} — последовательность частичных сумм ряда (33).
Пусть последовательность частичных сумм {Sn(x)} равномер-
но сходится к S(x) на множестве X. Тогда и последователь-
ность {Sn−1(x)} равномерно сходится к S(x) на множестве X.
Отсюда получаем, что un сходится к u(x) равномерно на X.
�

Теорема 2.5 (Признак Вейерштрасса). Пусть числовой ряд
∞∑
n=1

an, an ≥ 0, (36)

сходится. Пусть для всех x ∈ X и для всех n ∈ N выполняется
неравенство

|un(x)| ≤ an. (37)

Тогда функциональный ряд (33) сходится равномерно на мно-
жестве X.
Доказательство. Так как числовой ряд (36) сходится, то для
него справедлив критерий Коши сходимости числовых рядов:
для любого ε > 0 существует такой номер N , что для всех
n ≥ N и для всех p ∈ N выполняется неравенство

n+p∑
k=n+1

ak < ε. (38)

Из (37) и следующей цепочки неравенств:∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

|uk| ≤
n+p∑

k=n+1

ak < ε,

справедливой для всех x ∈ X, в силу критерия Коши равно-
мерной сходимости рядов следует равномерная сходимость ря-
да (33).
�
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Замечание. Признак Вейерштрасса является лишь доста-
точным условием равномерной сходимости функциональных ря-
дов.

Задача. Доказать, что ряд

∞∑
n=1

1

n3 + x2

сходится равномерно на всей числовой оси.
Решение. Для всех x ∈ R имеем

1

n3 + x2
≤ 1

n3
.

В силу того, что числовой ряд

∞∑
n=1

1

n3

сходится, то по признаку Вейерштрасса исходный функциональ-
ный ряд сходится равномерно на R.

Задача. Исследовать на равномерную сходимость ряд

∞∑
n=1

sin x
n

n2 + x2
, x ∈ R.

Решение. Имеют место следующие оценки:∣∣∣sin x

n

∣∣∣ ≤ |x|
n
,

1

n2 + x2
≤ 1

n|x|

для всех x ∈ R \ {0}. Следовательно,∣∣∣∣ sin x
n

n2 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
∀x ∈ R,

поэтому исходный функциональный ряд сходится равномерно
наR.
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2.3. Непрерывность суммы равномерно сходящихся
рядов

Пусть дан функциональный ряд
∞∑
n=1

un(x), x ∈ X ⊂ R. (39)

Теорема 2.6 Пусть ряд (39) равномерно сходится на множе-
стве X к S(x). Пусть для каждого n ≥ 1 существует предел

lim
x→x0

un(x) = bn,

где x0 — предельная точка множества X. Тогда функция S(x)
имеет предел в точке x0 и

lim
x→x0

S(x) =

∞∑
n=1

bn.

Замечание. Последнее равенство означает, что можно пе-
реходить к пределу под знаком суммы:

lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x) =

∞∑
n=1

lim
x→x0

un(x),

т.е. «предел суммы равен сумме пределов».
Доказательство. Прежде всего докажем, что числовой ряд

∞∑
n=1

bn (40)

сходится, т.к. в условиях теоремы об этом ничего не сказа-
но. Применим признак Коши к функциональному ряду (39): для
любого ε > 0 существует натуральное число N , что для всех
натуральных n ≥ N , для всех натуральных p ≥ 1 и для всех
x ∈ X выполняется неравенство

|un+1(x) + . . . un+p(x)| < ε

2
.
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Так как в последнем неравенстве под знаком модуля стоит ко-
нечная сумма, то мы можем перейти к пределу при x→ x0:

lim
x→x0

|un+1(x)+ . . . un+p(x)| = | lim
x→x0

un+1(x)+ . . .+ lim
x→x0

un+p(x)| ≡

≡ |bn+1 + . . .+ bn+p| ≤
ε

2
< ε.

Это означает, что для числового ряда (40) справедлив крите-
рий Коши сходимости числовых рядов, т.е. ряд (40) сходится.

Теперь возьмем произвольное ε > 0 и зафиксируем его. Так
как ряд числовой ряд

∞∑
n=1

bn

сходится, а функциональный
∞∑
n=1

un(x)

сходится равномерно на X, то существует натуральное число
N такое, что ∣∣∣∣∣

∞∑
k=N+1

bk

∣∣∣∣∣ < ε

3
,

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

uk(x)

∣∣∣∣∣
для всех x ∈ X.

Далее, в силу того, что предел конечной суммы равен сумме
пределов слагаемых, то существует такая окрестность U(x0)
точки x0, что ∣∣∣∣∣

N∑
k=1

uk(x)−
N∑
k=1

bk

∣∣∣∣∣ < ε

3

для всех x ∈ U(x0) ∩X.
Рассмотрим следующую цепочку равенств и неравенств:∣∣∣∣∣S(x)−

∞∑
n=1

bn

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
[
N∑
k=1

uk(x)−
N∑
k=1

bk

]
+

∞∑
k=N+1

uk(x)−
∞∑

k=N+1

bk

∣∣∣∣∣ ≤
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≤

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

uk(x)−
N∑
k=1

bk

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

uk(x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

bk

∣∣∣∣∣ <
<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Таким образом, получили, что для любого ε > 0 существует
такая окрестность U(x0) точки x0, что для всех x ∈ U(x0)∩X
выполняется неравенство∣∣∣∣∣S(x)−

∞∑
n=1

bn

∣∣∣∣∣ < ε.

Это означает, что предел функции S(x) в точке x0 существу-
ет и равен сумме ряда (40).
�

Следствие. Пусть ряд (39) равномерно сходится на мно-
жестве X к S(x). Пусть функции un(x) непрерывны в точке
x0 ∈ Xдля каждого n ≥ 1. Тогда сумма S(x) ряда (39) непре-
рывна в точке x0.
Доказательство. Так как функции un(x), n ≥ 1, непрерывны
в точке x0, то

lim
x→x0

un(x) = u(x0), n ≥ 1.

По теореме о предельном переходе имеем

lim
x→x0

S(x) = lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x) =

=

∞∑
n=1

lim
x→x0

un(x) =

∞∑
n=1

un(x0) = S(x0),

т.е. функция S(x) непрерывна в точке x0.
�
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Теорема 2.7 Пусть функции un(x), n ≥ 1, непрерывны на мно-
жестве X. Пусть ряд (39) сходится равномерно на множестве
X. Тогда сумма S(x) ряда (39) непрерывна на X.

Задача. Доказать, что функция

S(x) =
∞∑
n=1

arctg x

n2 + x4

непрерывна на всей числовой оси.
Решение. Имеем для всех x ∈ R∣∣∣∣ arctg x

n2 + x4

∣∣∣∣ ≤ π

2n2
,

следовательно, ряд сходится равномерно на R. Кроме того, чле-
ны ряда являются непрерывными на R функциями. Таким обра-
зом, из теоремы о непрерывности суммы равномерно сходяще-
гося ряда заключаем, что S(x) — непрерывна на всей числовой
оси.

2.4. Почленное интегрирование и
дифференцирование функциональных рядов

В этом параграфе сформулируем и докажем достаточные
условия, позволяющие почленно дифференцировать и интегри-
ровать функциональные ряды.

Будем считать, что множество X есть отрезок [a, b] чис-
ловой прямой.

Теорема 2.8 Пусть ряд (39) сходится равномерно на отрезке
[a, b] к своей сумме S(x). Пусть функции un(x), n ≥ 1, непре-
рывны на [a, b]. Тогда ряд

∞∑
n=1

b∫
a

un(t)dt (41)
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сходится и справедливо равенство

b∫
a

S(t)dt ≡
b∫
a

( ∞∑
n=1

un(t)

)
dt =

∞∑
n=1

 b∫
a

un(t)dt

 . (42)

Доказательство. Сначала заметим, что функция S(x) яв-
ляется интегрируемой на отрезке [a, b]. Действительно, т.к.
функции un(x), n ≥ 1, непрерывны на [a, b], а ряд (39) сходится
равномерно на [a, b], то сумма S(x) — непрерывная на отрезке
[a, b] функция, и значит, она интегрируема на этом отрезке.

Пусть Sn(x) — n-ая частичная сумма ряда (39). Так как
ряд (39) сходится равномерно к S(x), то для любого ε > 0 суще-
ствует натуральное N такое, что для всех n ≥ N и для всех
x ∈ [a, b] имеет место неравенство

|Sn(x)− S(x)| < ε

2(b− a)
.

Зафиксируем ε > 0 и оценим∣∣∣∣∣∣
b∫
a

Sn(x)dx−
b∫
a

S(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

(
Sn(x)− S(x)

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
b∫
a

|Sn(x)− S(x)|dx ≤ ε

2(b− a)

b∫
a

dx =
ε

2
< ε.

Таким образом, мы показали, что

lim
n→∞

b∫
a

Sn(x)dx =

b∫
a

lim
n→∞

Sn(x)dx,

т.е.
∞∑
n=1

b∫
a

un(x)dx =

b∫
a

( ∞∑
n=1

un(x)

)
dx.
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�
Следствие. Если функциональная последовательность {fn(x)}

непрерывных на отрезке [a, b] функций сходится к функции f(x)
равномерно на [a, b], то

lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx =

b∫
a

lim
n→∞

fn(x)dx. (43)

Замечание. Условие равномерной сходимости является су-
щественным условием. Действительно, рассмотрим следующую
последовательность непрерывных функций:

fn(x) =


n2x, x ∈

[
0, 1

n

]
,

−n2x+ 2n, x ∈
(

1
n ,

2
n

]
,

0, x ∈
(

2
n , 1
]

определенных на отрезке [0, 1]. Для любой точки x ∈ [0, 1] имеем

lim
n→∞

fn(x) = 0

и, следовательно, интеграл от предельной функции по отрез-
ку [0, 1] равен нулю. Но, в то же время, интеграл от fn(x) по
отрезку [0, 1] равен единицы для любого натурального n ≥ 1.
Поэтому равенство (43) в этом случае неверно. Это связано с
тем, что последовательность {fn(x)} не сходится равномерно
на множестве [0, 1].

Сформулируем без доказательства теоремы о почленном диф-
ференцирование рядов и последовательностей.

Теорема 2.9 Пусть функции un(x), n ≥ 1, непрерывны вместе
со своими производными u′n(x) на отрезке [a, b]. Пусть ряд

∞∑
n=1

u′n(x) (44)

сходится равномерно на [a, b]. Пусть, кроме того, ряд
∞∑
n=1

un(x) (45)
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сходится хотя бы в одной точке x0 ∈ [a, b]. Тогда ряд (45) схо-
дится равномерно на отрезке [a, b], его сумма

S(x) =
∞∑
n=1

un(x)

является дифференцируемой функцией и

S′(x) =

∞∑
n=1

u′n(x),

т.е. справедливо равенство( ∞∑
n=1

un(x)

)′
=
∞∑
n=1

u′n(x).

Теорема 2.10 Пусть задана последовательность непрерывно
дифференцируемых на отрезке [a, b] функций fn(x). Пусть по-
следовательность их производных f ′n(x) сходится к некоторой
функции ϕ(x) равномерно на отрезке [a, b]. Пусть, кроме то-
го, последовательность {fn(x)} сходится в некоторой точке
x0 ∈ [a, b]. Тогда последовательность {fn(x)} сходится равно-
мерно на [a, b] к некоторой функции f(x) и f ′(x) = ϕ(x) для
всех x ∈ [a, b].

Пример. Рассмотрим функцию

f(x) =
∞∑
n=1

1

nx
, x > 1. (46)

Как известно из теории числовых рядов, ряд, стоящий в правой
части равенства (46) сходится при x > 1.

Составим ряд из производных

−
∞∑
n=1

lnn

nx
(47)
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и зафиксируем a > 1. Тогда по признаку Вейерштрасса полу-
чаем, что ряды (46) и (47) сходятся равномерно на [a,+∞).
Следовательно, для любого x > a справедливо равенство( ∞∑

n=1

1

nx

)′
= −

∞∑
n=1

lnn

nx
,

а поскольку a > 1 выбирается произвольно, то последнее равен-
ство справедливо для всех x > 1.

Задача. Для ряда
∞∑
n=1

cosnx

n2 + x2

проверить теорему о почленном интегрировании равномерно схо-
дящихся рядов на отрезке [0, x].

Решение. Каждый из членов данного функционального ря-
да является непрерывной на всей числовой оси. Кроме того, из
оценки ∣∣∣∣ cosnx

n2 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2

для всех x ∈ R следует его равномерная сходимость. Таким
образом, заключаем, что данный функциональный ряд можно
почленно интегрировать на отрезке [0, x], x ∈ R, т.е. справед-
ливо равенство

x∫
0

∞∑
n=1

(
cosnx

n2 + x2

)
dx =

∞∑
n=1

x∫
0

cosnx

n2 + x2
dx.

Задача. Можно ли к ряду

∞∑
n=1

arctg
x

n
√
n

применить теорему о почленном дифференцировании?
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Решение. Все члены ряда un(x) являются непрерывными функ-
циями, и их производные

u′n(x) =
n
√
n

x2 + n3

тоже непрерывны для всех натуральных n. Кроме того, спра-
ведлива следующая оценка:

∞∑
n=1

n
√
n

x2 + n3
≤ 1

n
3
2

для всех x ∈ R. Следовательно, ряд составленный из производ-
ных u′n(x) сходится равномерно на R. Наконец, исходный ряд в
точке x = 0 сходится, т.к. все его члены равны нулю в этой
точке.

Таким образом, заключаем, что к исходному функционально-
му ряду применима теорема о почленном дифференцировании,
и имеет место равенство( ∞∑

n=1

arctg
x

n
√
n

)′
=
∞∑
n=1

n
√
n

x2 + n3

для всех x ∈ R.

Упражнения.
2.4.1. Найти область сходимости следующих функциональ-

ных рядов:

а)
∞∑
n=1

e−nx
2
, б)

∞∑
n=1

1

n(n2 + x2)
,

в)
∞∑
n=1

1

2n−1
·
(

2x+ 1

x+ 2

)n
, г)

∞∑
n=1

x

n2 + x4
,

д)
∞∑
n=1

(
3x+ 1

x2 + 3x+ 2

)n
.
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2.4.2. Исследовать равномерную сходимость ряда на множест-
веE:

а)
∞∑
n=1

1

enx
, E = [0, 1], б)

∞∑
n=1

xn

n2 · 2n
, E = [−2, 2],

в)
∞∑
n=1

cos(nx)

n3
, E = (−∞,+∞),

г)∗
∞∑
n=1

x2e−xn, E = [0,+∞).

2.4.3. Исследовать непрерывность следующих функций на
указанных промежутках:

а)
∞∑
n=1

cosnx

3n
, x ∈ (−∞,+∞), б)

∞∑
n=1

ex

n!
, x ∈ [−1, 1],

в)
∞∑
n=1

1

n2
cos

x

n
, x ∈ (−∞,+∞)

г)∗
∞∑
n=1

1

n
sin

x

n
, x ∈ (−∞,+∞).

2.4.4. Можно ли применить теорему о почленном интегри-
ровании на промежутке [−a, a], a > 0, к указанным рядам

а)
∞∑
n=1

cosn x

n2
, б)

∞∑
n=1

xe−nx sinnx,

в)
∞∑
n=1

x

n4 + x2
.

2.4.5. Можно ли применить теорему о почленном диффе-
ренцировании к указанным рядам

а)
∞∑
n=1

n(x2 + 1)n, б)
∞∑
n=1

sin(nx)

n!
.
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3. Степенные ряды

Одним из важных частных случаев функциональных рядов
являются степенные ряды. Они используются во многих при-
ложениях, в частности, для приближенного вычисления значе-
ний функций.

3.1. Радиус сходимости степенных рядов

Определение. Функциональный ряд вида

a0 +
∞∑
n=1

anx
n = a0 + a1x1 + . . .+ anx

n + . . . (48)

называется степенным рядом. Числа a0, a1, . . . ∈ R называются
коэффициентами степенного ряда (48).

Выясним, как устроена область сходимости степенных ря-
дов. Сразу можно заметить, что при x = 0 степенной ряд (48)
сходится.

Теорема 3.1 (Коши-Адамар). Рассмотрим последовательность{
n
√
|an|

}∞
n=1

. (49)

Справедливы следующие утверждения:
1. Если последовательность (49) неограничена, то ряд (48)

сходится только при x = 0.
2. Если последовательность (49) ограничена и имеет верх-

ний предел L > 0, то ряд (48) сходится абсолютно для всех
x таких, что |x| < 1/L и расходится для всех x таких, что
|x| > 1/L.

3. Если последовательность (49) ограничена и ее верхний
предел равен 0, то ряд (48) сходится абсолютно для всех x ∈ R.
Доказательство. 1. Возьмем число x отличное от нуля и за-
фиксируем его. Так как последовательность (49) неограничена,
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то последовательность{
|x| n
√
|an|

}∞
n=1
≡
{

n
√
|anxn|

}∞
n=1

так же будет неограничена. В этом случае нарушается необ-
ходимое условие сходимости числовых рядов (n-ый член ряд не
стремится к нулю). Следовательно, ряд (48) расходится.

2. Пусть последовательность (49) ограничена и ее верхний
предел равен L > 0. Зафиксируем x такое, что |x| < 1/L. Тогда
найдется такое число δ > 0, что

|x| < 1

L+ δ
.

В силу свойств верхнего предела числовой последовательности
существует N ∈ N такое, что

n
√
|an| < L+

δ

2

для всех n ≥ N . Таким образом, получаем, что начиная с номе-
раN справедливо неравенство

n
√
|anxn| = |x| n

√
|an| <

L+ δ
2

L+ δ
< 1.

Следовательно, по теореме Коши о сходимости числовых рядов
ряд (48) будет сходится абсолютно.

Пусть теперь x такое, что |x| > 1/L. Покажем, что в
этом случае ряд (48) расходится. Так как |x| > 1/L, то су-
ществует δ > 0 такое, что

|x| > 1

L− δ
> 0.

По определению верхнего предела существует подпоследователь-
ность {

nk

√
|ank
|
}∞
k=1
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такая, что
lim
k→∞

nk

√
|ank
| = L.

Следовательно, начиная с некоторого номера K, для всех остав-
шихся членов подпоследовательности справедливо неравенство

L− δ < nk

√
|ank
| < L+ δ.

Таким образом, получаем, что для всех k ≥ K верно неравен-
ство

nk

√
|ank

xnk | = |x| nk

√
|ank
| > L− δ

L− δ
= 1.

Это означает, что не выполняется необходимое условие схо-
димости числовых рядов и, следовательно, степенной ряд (48)
расходится.

3. Пусть последовательность (49) ограничена и ее верхний
предел L = 0. Это означает, что последовательность (49) схо-
дится и ее предел есть 0. Возьмем произвольное x ∈ R отличное
от нулю и зафиксируем его. Так как последовательность (49)
сходится к нулю, то начиная с некоторого номера N все остав-
шиеся члены этой последовательности будут меньше, чем 1/(|x|),
т.е.

n
√
|an| <

1

2|x|
∀n ≥ N.

Отсюда получаем, что

n
√
|anxn| = |x| n

√
|an| <

|x|
2|x|

=
1

2
< 1.

Поэтому по теореме Коши сходимости числовых рядов степен-
ной ряд (48) сходится абсолютно для всех x ∈ R.
�

Доказанная теорема приводит к следующему фундаменталь-
ному утверждению.

Теорема 3.2 Для каждого степенного ряда (48), если он не яв-
ляется рядом, сходящимся лишь в точке x = 0, существует
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число R > 0, R ∈ R такое, что ряд (48) сходится абсолютно для
всех x ∈ {x | |x| < R} и расходится для всех x ∈ {x | |x| > R}.
При этом справедлива следующая формула:

1

R
= lim sup

n→∞
n
√
|an|. (50)

Замечание. В случае, когда

lim sup
n→∞

n
√
|an| = 0,

считаем, что R = ∞, т.е. степенной ряд сходится на всей
числовой оси.

Определение. Число R называется радиусом сходимости,
а интервал (−R,R) — интервалом сходимости степенного ря-
да (48).

Задача. Найти радиус сходимости степенного ряда

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

xn.

Решение. Воспользуемся формулой (50):

1

R
= lim sup

n→∞

n

√(
1 +

1

n

)n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e.

Следовательно, радиус сходимости R = e−1.

Замечание. Для точек x = R или x = −R сходимость
каждого степенного ряда нужно исследовать отдельно, т.к.
существуют степенные ряды как сходящиеся, так и расходя-
щиеся в этих точках.

Пример. Рассмотрим ряд

1 +
∞∑
n=1

xn.
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Очевидно, что его радиус сходимости равен 1. При x = 1 и при
x = −1 ряд расходится.

Пример. Рассмотрим ряд

∞∑
n=1

xn

n
.

Найдем его радиус сходимости R:

1

R
= lim sup

n→∞

n

√
1

n
= lim

n→∞
n

√
1

n
= 1.

Следовательно, R = 1. При x = −1 получим числовой ряд

∞∑
n=1

(−1)n

n
,

который, как известно, сходится. При x = 1 получим ряд

∞∑
n=1

1

n
,

который расходится.
Пример. Рассмотрим ряд

∞∑
n=1

1

n2
.

Очевидно, что его радиус сходимости равен 1. По признаку срав-
нения при x = ±1 ряд сходится абсолютно.

Задача. Определить радиус, интервал сходимости и выяс-
нить поведение на концах интервала сходимости следующего
ряда:

∞∑
n=1

xn

2n
.
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Решение. Из формулы (50) следует, что радиус сходимости
равен

R = lim
n→∞

n

√
1

2n
= 2.

Поэтому интервал (−2, 2) есть интервал сходимости. Исследу-
ем поведение ряда в точках x = 2 и x = −2. При x = 2 получаем
числовой ряд

∞∑
n=1

2n

2n
= 1 + 1 + . . . ,

который расходится. При x = −1 тоже получаем расходящийся
ряд

∞∑
n=1

(−2)n

2n
=

∞∑
n=1

(−1)n = −1 + 1− 1 + 1− . . . .

В заключении параграфа приведем еще одну формулу для вы-
числения радиуса сходимости степенных рядов. Из теории чис-
ловых последовательностей известно, что если для некоторой
последовательности {an} существует

lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ , (51)

то существует предел

lim
n→∞

n
√
|an|

и справедливо равенство

lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1
n
√
|an|

.

Поэтому в этом случае

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ . (52)
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Отметим, что если предел (51) не существует, то радиус
сходимости необходимо вычислять по формуле (50).

Задача. Определить множество сходимости следующего ря-
да

∞∑
n=1

(x+ 1)n

2n(n+ 1)(n+ 2)
.

Решение. Сделаем замену переменной y = x+1. В результа-
те получим степенной ряд

∞∑
n=1

yn

2n(n+ 1)(n+ 2)
. (53)

Его радиус сходимости вычислим по формуле (52):

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ =
2n+1(n+ 2)(n+ 3)

2n(n+ 1)(n+ 2)
= lim

n→∞

2(n+ 3)

n+ 1
= 2.

Поэтому (−2, 2) — его интервал сходимости. Исследуем сходи-
мость в точках y = 2 и y = −2. При y = 2 имеем числовой
ряд

∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 2)
,

а при y = −2 — ряд

∞∑
n=1

(−1)n

(n+ 1)(n+ 2)
,

которые сходятся. Следовательно, ряд (53) сходится на мно-
жестве −2 ≤ y ≤ 2. Поэтому исходный ряд сходится при
значенияхx, удовлетворяющих неравенствам −2 ≤ x + 1 ≤ 2,
что равносильно −3 ≤ x ≤ 1. Таким образом, множество схо-
димости исходного ряда есть отрезок [−3, 1].

Упражнения.
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3.1.1. Определить радиус сходимости и интервал сходимо-
сти следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

xn

n!
, б)

∞∑
n=1

nnxn,

в)
∞∑
n=1

5nxn

n!
, г)

∞∑
n=1

xn

4n−1
.

3.1.2∗. Определить радиус сходимости и интервал сходимо-
сти следующих рядов:

а)
∞∑
n=1

x2n−1

(2n− 1)(2n− 1)!
, б)

∞∑
n=1

n!(x− 2)n

nn
,

в)
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n2

x3n

3n
, г)

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
xn.

3.1.3. Определить радиус, интервал сходимости и выяснить
поведение следующих рядов на концах интервала сходимости:

а)
∞∑
n=1

nxn, б)
∞∑
n=1

(
√
nx)n,

в)
∞∑
n=1

xn

lnn
, г)

∞∑
n=1

(−3)nxn.

3.2. Непрерывность суммы степенного ряда

Покажем, что степенной ряд (48) является непрерывной
функцией на своем интервале сходимости.

Лемма. Пусть R — радиус сходимости степенного ряда
(48). Тогда для любого r такого, что 0 < r < R степенной ряд
(48) сходится равномерно на множестве [−r, r].
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Доказательство. В силу теоремы Коши-Адамара ряд (48) схо-
дится абсолютно при x = r. Из теоремы Вейерштрасса сле-
дует равномерная сходимость степенного ряда (48) на отрез-
ке [−r, r].
�

Теорема 3.3 Сумма степенного ряда (48) является непрерыв-
ной функцией на интервале сходимости (−R,R).
Доказательство. Пусть точка x0 принадлежит (−R,R). То-
гда существует δ > 0 такое, что |x0| + δ < R. Тогда в силу
предыдущей леммы, степенной ряд (48) сходится равномерно
на отрезке [−|x0| − δ, |x0|+ δ].

Далее, так как xn — непрерывная функция на отрезе [−|x0|−
δ, |x0| + δ] для всех натуральных n ≥ 1, то сумма степенного
ряда (48) непрерывна на [−|x0| − δ, |x0| + δ] и, в том числе, в
точке x0. Так как точка x0 — произвольная точка интервала
(−R,R), то заключаем, что сумма степенного ряда непрерывна
на (−R,R).
�

3.3. Почленное интегрирование степенных рядов

Теорема 3.4 Пусть R — радиус сходимости степенного ря-
да (48). Пусть x произвольная точка интервала (−R,R). Тогда
ряд (48) можно почленно интегрировать на отрезке [0, x]. При
этом полученный почленным интегрированием ряд имеет тот
же радиус сходимости, что и исходный.
Доказательство. Так как x принадлежит интервалу (−R,R),
то найдется такое число r > 0, что |x| < r < R. Ряд (48) схо-
дится равномерно на [−r, r] и, следовательно, сходится равно-
мерно и на [0, x]. Тогда по теореме о почленном интегрирова-
ние функциональных рядов ряд (48) можно проинтегрировать
почленно. В результате этого получим степенной ряд

a0x+
a1

2
x2 +

a2

3
x3 + . . .+

an
n+ 1

xn+1 + . . . (54)
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Найдем радиус сходимости R1 ряда (54). По формуле (50) полу-
чим

1

R1
= lim sup

n→∞

n

√
|an−1|
n

. (55)

Так как
lim sup
n→∞

n
√
|an| =

1

R
,

то существует подпоследовательность {ank
} такая, что

lim
k→∞

nk

√
|ank| =

1

R
.

Имеем
n
√
|an−1| =

n−1
√
|an−1|(

n−1
√
|an−1|

) 1
n

.

Возьмем подпоследовательность номеров {nk} и рассмотрим

lim
k→∞

nk
√
|ank
|(

nk
√
|ank
|
) 1

nk+1

=
1

R
.

Это означает, что

lim sup
n→∞

n
√
|an−1| =

1

R
.

Учитывая, что
lim
n→∞

n
√
n = 1,

из (55) окончательно получаем R1 = R.
�

3.4. Почленное дифференцирование степенных
рядов
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Теорема 3.5 Степенной ряд (48) можно почленно дифферен-
цировать в любой точке интервала сходимости. При этом по-
лученный почленным дифференцированием ряд имеет тот же
радиус сходимости, что и исходный.
Доказательство. Покажем, что степенной ряд удовлетворя-
ет теореме о почленном дифференцировании функциональных
рядов. Рассмотрим ряд, составленный из производных членов
ряда (48):

a1 + 2a2x+ . . .+ nanx
n−1 + . . . . (56)

Ряд (56) — степенной ряд. Найдем его радиус сходимости:

1

R1
= lim sup

n→∞
n
√

(n+ 1)|an+1| = lim
n→∞

n
√
n+ 1·lim sup

n→∞
n
√
|an+1| =

1

R
.

Таким образом, получили, что радиус сходимости ряда (56) сов-
падает с радиусом сходимости исходного ряда.

Пусть точка x такая, что |x| < R. Тогда существует r:
|x| < r < R и ряд (56) сходится равномерно на [−r, r]. Кроме
того, степенной ряд (48) сходится при x = 0. Следовательно,
по теореме о почленном дифференцировании функциональных
рядов получаем, что

(a0 + a1x+ . . .+ anx
n + . . .)′ = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx

n−1 + . . . .

�
Следствие. Степенной ряд внутри интервала сходимости

можно дифференцировать любое количество раз (в этом случае
говорят, что ряд дифференцируем бесконечное число раз). Ряд,
полученный k-кратным почленным дифференцированием имеет
тот же радиус сходимости, что и исходный ряд.

Задача. Найти сумму ряда

1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1 + . . .

Решение. Радиус сходимости данного ряда равен

R = lim
n→∞

n+ 1

n+ 2
= 1.
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Поэтому мы можем почленно интегрировать его на отрезке
[0, x], где x ∈ (−1, 1). Обозначим через S(x) его сумму, тогда
x∫

0

S(t)dt =

x∫
0

1 · dt+

x∫
0

2tdt+

x∫
0

3t2dt+ . . .+

x∫
0

ntn−1dt+ . . . =

= x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . . .

Известно, что сумма геометрической прогрессии

1 + x+ x2 + x3 + . . . =
1

1− x
,

поэтому
x∫

0

S(t)dt = x+ x2 + x3 + . . .+ . . .+ xn + . . . =
1

1− x
− 1.

Отсюда следует, что

S(x) =
d

dx

 x∫
0

S(t)dt

 =
d

dx

(
1

1− x

)
=

1

(1− x)2
,

т.е.
1 + 2x+ 3x3 + . . . =

1

(1− x)2
.

Упражнения.
3.4.1. Найти суммы следующих рядов:

а) x+
x2

2
+
x3

3
+ . . .+

xn

n
+ . . . ,

б)
1

2
+

2x

22
+

3x

23
+ . . .+

nxn−1

2n
+ . . . ,

в)
x2

2 · 5
+

x3

3 · 52
+

x4

4 · 53
+ . . .+

xn

n · 5n−1
+ . . . ,

г) 1 · 2 + 2 · 3x+ 3 · 4x2 + . . .+ n(n+ 1)xn−1 + . . . ,

д)∗ − 2x+ 4x3 − 6x5 + . . .+ (−1)n2nx2n−1 + . . .
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4. Ряды Тейлора

Возможность почленного дифференцирования и интегриро-
вания степенных рядов в области определения, а также их от-
носительная простота делают степенные ряды незаменимыми
как в теоретических, так и в практических исследованиях.

4.1. Разложение функций в степенной ряд

Определение. Говорят, что функция f(x) может быть
разложена в степенной ряд на множестве X, если существует
степенной ряд, сходящийся в каждой точке x множества X к
f(x).

Замечание. Если функция может быть разложена в сте-
пенной ряд, то эта функция бесконечно дифференцируема. Это
утверждение непосредственно следует из теоремы о дифферен-
цируемости степенного ряда.

Теорема 4.1 Если функция f(x) может быть разложена в сте-
пенной ряд, то такое разложение единственно.
Доказательство. Пусть функция f(x) может быть разло-
жена в степенной ряд на некотором интервале (−R,R), т.е.

f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n + . . . , ∀x ∈ (−R,R). (57)

Степенной ряд, стоящий в правой части (57) дифференциру-
ем бесконечное число раз. Следовательно, дифференцируя равен-
ство (57) n раз, получим

f (n)(x) = n! an +
(n+ 1)!

1!
x+

(n+ 2)!

2!
x2 + . . . .

Отсюда при x = 0 найдем

f (n)(0) = n! an

или

an =
f (n)(0)

n!
. (58)
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Следовательно, коэффициенты степенного ряда (57) однозначно
определяются по формуле (58).
�

Определение. Степенной ряд вида

f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn + . . .

называется рядом Тейлора функции f(x).
Замечание. Из последней теоремы непосредственно следу-

ет, что если функция f(x) может быть разложена в степен-
ной ряд на интервале (−R,R), то этот ряд является рядом
Тейлора.

В заключении параграфа приведем пример бесконечно диффе-
ренцируемой функции в точке x = 0, которая не может быть
разложена в ряд Тейлора ни в одной окрестности точки x = 0.

Пример. Пусть

f(x) =

{
e−

1
x2 , x 6= 0,

0, x = 0.

Вычислим производные функции f(x) в произвольной точке
x отличной от нуля:

f ′(x) =
2

x2
e−

1
x2 , f ′′(x) =

(
− 6

x4
+

4

x6

)
e−

1
x2 .

Не сложно показать по индукции, что

f (n)(x) = Pn

(
1

x

)
e−

1
x2 , (59)

где Pn(t) — некоторый многочлен (n — его порядковый номер, а
не степень). Найдем теперь производные функции f(x) в точке
x = 0. Имеем,

f ′(0) = lim
∆x→0

f(∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0

e
− 1

(∆x)2

∆x
= 0,
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f ′′(0) = lim
∆x→0

f ′(∆x)− f ′(0)

∆x
= lim

∆x→0

(
− 6

(∆x)4 + 4
(∆x)6

)
e
− 1

(∆x)2

∆x
= 0.

Из (59) по индукции заключаем, что f (n)(0) = 0.
Таким образом, ряд Тейлора функции f(x) равен

0 + 0 + . . .+ 0 + . . . ,

но функция f(x) не равна нулю при x 6= 0. Следовательно, функ-
ция f(x) не может быть разложена в ряд Тейлора ни в какой
окрестности точки x = 0.

Напомним следующую теорему.

Теорема 4.2 Если функция f(x) непрерывно дифференцируема
(n+1) раз на интервале (−R,R), R > 0, то справедлива формула
Маклорена:

f(x) =
n∑
n=0

f (n)(0)

n!
+ rn(x),

где rn(x) остаточный член, который можно записать в следу-
ющем виде:

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1,

где точка ξ лежит между x и 0.
Из данного утверждения легко следует необходимое и до-

статочное условие, когда функция может быть разложена в
ряд Тейлора.

Теорема 4.3 Функция f(x) может быть разложена в ряд Тей-
лора на интервале (−R,R) тогда и только тогда, когда она бес-
конечно дифференцируема на этом интервале и остаточный
член в формуле Маклорена стремится к нулю в любой точке
x ∈ (−R,R).

Следствие. Если функция f(x) имеет все производные на
интервале (−R,R), которые ограничены на этом интервале,
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то функция раскладывается в ряд Тейлора в точке x = 0 на
(−R,R).

Задача. Разложить в ряд Маклорена функцию

f(x) = sin2 x.

Решение. Найдем производные функции f(x):

f ′(x) = 2 sinx cosx = sin 2x,

f ′′(x) = 2 cos 2x = 2 sin
(

2x+
π

2

)
,

f ′′′(x) = −22 sin 2x = 22 sin
(

2x+ 2 · π
2

)
,

f IV (x) = −23 cos 2x = 23 sin
(

2x+ 3 · π
2

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f (n)(x) = 2n−1 sin
(

2x+ (n− 1)
π

2

)
.

Найдем значение функции f(x) и ее производных в точке x = 0:

f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2, f ′′′(0) = 0, f IV (0) = −23, . . .

f (n)(0) = 2n−1 sin
π(n− 1)

2
.

Выпишем остаточный член в формуле Маклорена для функ-
ции sin2 x:

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 =

2n sin
(
2ξ + πn

2

)
(n+ 1)!

xn+1 =

=
(2x)n

2(n+ 1)!
sin
(

2ξ +
πn

2

)
.

Для каждого фиксированного x ∈ R остаточный член rn(x)
стремится к нулю при n → ∞. Таким образом, справедлива
формула

sin2 x =
2

2!
x2 − 23

4!
x4 +

25

6!
x6 + . . .
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Упражнения.
4.1.1. Разложить в ряды по степеням x следующие функции

а) f(x) = 7x, б) f(x) = e−2x, в) cos2 x,

г) ln(x+ 2), д) tg x, е) cos2 x2.

4.1.2. Разложить в ряд Тейлора следующие функции в окрест-
ности точки x0:

а) f(x) =
1

x
, x0 = 1, б) f(x) = ln x, x0 = 1,

в) f(x) = sin x, x0 =
π

2
, г) f(x) = ex, x0 = 1.

4.2. Разложение элементарных функций в ряд
Тейлора

Разложение f(x) = ex. В силу того, что f (n)(x) = ex для
всех x ∈ R и n ∈ N, то для фиксированного a > 0 и для всех
x ∈ (−a, a) выполняется неравенство

0 < f (n)(x) < ea.

Следовательно, функция ex разлагается в ряд Тейлора на ин-
тервале (−a, a), а в силу произвольности a — и на всей числовой
оси. Поскольку f (n)(0) = 1, то

ex = 1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

xn

n!
, ∀x ∈ R.

Разложение f(x) = sin x. По индукции легко показать, что
f (n)(x) = sin

(
x+ πn

2

)
, n ∈ N. Следовательно, все производные

ограничена на числовой оси. Поэтому

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
, ∀x ∈ R.
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Разложение f(x) = cos x. Аналогичные рассуждения для f(x) =
cos x приводят к формуле

cos x = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, ∀x ∈ R.

Разложение f(x) = ln (1 + x). Так как

f (n)(x) =
(−1)n+1(n− 1)!

(1 + x)n
,

то остаточный член rn(x) в формуле Маклорена будет иметь
вид

rn(x) =
(−1)nxn+1

(n+ 1)(1 + ξ)n+1
,

где ξ лежит между 0 и x. Если x ∈ [0, 1], то

0 <
1

1 + ξ
≤ 1.

Поэтому |rn(x)| ≤ 1/(n + 1) для всех x ∈ [0, 1]. Пусть теперь
x ∈ (−1, 0). Тогда точка ξ ∈ [x, 0] и, следовательно,∣∣∣∣ 1

1 + ξ

∣∣∣∣ =
1

1− |ξ|
<

1

1− |x|
.

Поэтому

|rn(x)| = |x|n+1

(n+ 1)(1 + ξ)
<

1

(n+ 1)(1− |x|)
→ 0

при n→∞ для всех x ∈ (−1, 0). Таким образом, получаем

ln (1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n
∀x ∈ (−1, 1].

Разложение бинома f(x) = (1+x)α. Формула Маклорена для
бинома имеет следующий вид

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + . . .
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. . .+
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn + rn(x).

Можно показать, что для всех x ∈ (−1, 1) остаточный член
rn(x) стремится к нулю при n→∞ (мы этого делать не будет,
заметим лишь, что в случае, когда n — натуральное число, это
очевидно, т.к. f (k)(x) = 0 для всех k ≥ n + 1). Таким образом,
ряд Тейлора для бинома

(1 + x)α = 1 +
∞∑
n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn.

Разложение f(x) = arctg x. Разложение f(x) можно ис-
кать, используя формулу Маклорена, но в данном случае зна-
чительно проще это сделать, основываясь на свойствах сте-
пенных рядов.

Имеем
f ′(x) =

1

1 + x2
.

В свою очередь, используя формулу для суммы бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии, получаем

1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)n x2n. (60)

Радиус сходимости степенного ряда, стоящего в (60) равен 1.
Поэтому его можно почленно интегрировать на любом отрезке
[0, x], содержащемся в интервале (−1, 1):

x∫
0

( ∞∑
n=0

(−1)nt2n

)
dt =

∞∑
n=0

(−1)n

 x∫
0

t2n dt

 =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
.

Следовательно,

arctg x =

x∫
0

dt

1 + t2
=
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
∀x ∈ (−1, 1).
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Задача. Разложить ex2 в ряд по степеням x.
Решение. В разложении

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

заменим x на x2. В результате получим формулу

ex
2

= 1 +
x2

1!
+
x4

2!
+
x6

3!
+ . . . ,

которая справедлива для всех x ∈ R.
Задача. Вычислить

I = lim
x→0

2ex − 2− 2x− x2

x− sinx
.

Решение. Воспользуемся разложением ex и sinx в степенной
ряд в окрестности точки x = 0. В результате получим

2ex − 2− 2x− x2

x− sinx
=

2
(

1 + x+ x2

2! + x3

3! + . . .
)
− 2− 2x− x2

x−
(
x− x3

3! + x5

5! − . . .
) =

=
2x3

3! + 2x4

4! + . . .
x3

3! −
x5

5! + . . .
=

2
3! + 2x

4! + . . .
1
3! −

x2

5! + . . .
.

Таким образом,

I = lim
x→0

2
3! + 2x

4! + . . .
1
3! −

x2

5! + . . .
= 2.

Задача. Разложить в ряд Тейлора функцию

f(x) =

x∫
0

sin t

t
dt

в окрестности точки x = 0 и найти радиус сходимости полу-
ченного ряда.
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Решение. Воспользуемся разложением

sin t = t− t3

3!
+
t5

5!
− t7

7!
+ . . . .

Отсюда следует, что

sin t

t
= 1− t2

3!
+
t4

5!
− t6

7!
+ . . . .

Очевидно, что радиус сходимости последнего ряда равен беско-
нечности. Следовательно, ряд можно почленно интегрировать
на отрезке [0, x] для всех x ∈ R. После интегрирования будем
иметь

f(x) =

x∫
0

sin t

t
dt =

x∫
0

dt−
x∫

0

t2

3!
dt+

x∫
0

t4

5!
dt−

x∫
0

t6

7!
dt+ . . . =

= x− x3

3 · 3!
+

x5

5 · 5!
− x7

7 · 7!
+ . . . .

При этом радиус сходимости полученного ряда тоже равен бес-
конечности.

Упражнения.
4.2.1. Используя разложения функций в ряд, вычислить сле-

дующие пределы:

а) lim
x→0

sinx− arctg x

x3
lim
x→0

x− arctg x

x3
,

б) lim
x→0

1− cosx

ex − 1− x
, lim

x→0

x cosx− sinx

xex − x− x2
.

4.2.2. Разложить в ряд Тейлора следующие функции в окрест-
ности точки x = 0 и найти радиусы сходимости полученных
рядов:

а) f(x) =

x∫
0

t2e−t
2
dt, б)

x∫
0

cos t2dt,
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в)
x∫

0

arcsin t

t
dt, г)

x∫
0

√
1 + t5 dt.

5. Примеры контрольных работ

5.1. Контрольная работа №1

1. По определению исследовать сходимость числового ряда
и, в случае сходимости, найти его сумму:

1.1.
∞∑
n=3

1

n(n− 2)
,

1.2.
∞∑
n=1

1

n(n+ 3)
,

1.3.
∞∑
n=1

(
√
n+ 1−

√
n),

1.4.∗
∞∑
n=2

ln

(
1− 1

n

)
,

1.5.∗
∞∑
n=1

1

(2n+ 1)(2n+ 2)
.

2. Исследовать сходимость ряда:

2.1.
∞∑
n=1

0, 01n− 100

100n+ 1
,

2.2.
∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n2

)
,
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2.3.
∞∑
n=1

(−1)n n
√

0, 1,

2.4.∗
∞∑
n=1

(−1)n cos
1

n
,

2.5.∗
∞∑
n=1

(−1)n

n
√
n
.

3. Пользуясь признаком сравнения, исследовать сходимость
ряда:

3.1.

∞∑
n=1

(−1)n + 1

n2
,

3.2.
∞∑
n=1

n2 + 3n+ 10

n4 + 3n2 + 1
,

3.3.

∞∑
n=1

√
n− 1

n
√
n+ 1

,

3.4.∗
∞∑
n=1

1

n
sin

1

n
,

3.5.∗
∞∑
n=1

1

n
ln

(
1 +

1

n

)
.

4. Пользуясь признаками Даламбера или Коши, исследовать
сходимость ряда:

4.1.

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

,

4.2.
∞∑
n=1

(5− (−1)n)n

7n
,

4.3.
∞∑
n=1

(
2n

3n− 1

)n
,
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4.4.∗
∞∑
n=1

2n(
1 + 1

n+1

)n2 ,

4.5.∗
∞∑
n=1

(
1 + 1

n

)n2

3n
.

5. Исследовать на абсолютную и условную сходимости ряд:

5.1.
∞∑
n=1

(−1)n+1

n3
,

5.2.
∞∑
n=1

(−1)n+1n

n+ 1
,

5.3.

∞∑
n=1

(−1)n+1

n lnn
,

5.4.∗
∞∑
n=1

(−1)n+1

n− sinn
,

5.5.∗
∞∑
n=1

(−1)n+1

n+ cosn
.

5.2. Контрольная работа №2

1. Найти множество сходимости ряда:

1.1.

∞∑
n=1

x

n+ x
,

1.2.

∞∑
n=1

1

xn
,

1.3.

∞∑
n=1

1

x+ 2n
,
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1.4.∗
∞∑
n=1

lnn

nx
,

1.5.∗
∞∑
n=1

xn

1 + x2n
.

2. Пользуясь признаком Вейерштрасса, доказать равномер-
ную сходимость ряда на множестве X:

2.1.
∞∑
n=1

sinnx

n
√
n
, X = R

2.2.

∞∑
n=1

cos 2x

n2
, X = R,

2.3.

∞∑
n=1

e−nx

n3
, X = [0,+∞),

2.4.∗
∞∑
n=1

sinnx

n+ n2x2
, X =

(
0,
π

2

)
,

2.5.∗
∞∑
n=1

ln
(
1 + x

n

)
n+ x2

, X = (0,+∞).

3. Найти радиус сходимости степенного ряда и исследовать
его сходимость в концах интервала сходимости:

3.1.

∞∑
n=1

xn

2n + 3n
,

3.2.

∞∑
n=1

nxn

3n
,

3.3.
∞∑
n=1

xn

5n − 2n
,

91



3.4.∗
∞∑
n=1

5nxn
2
,

3.5.∗
∞∑
n=1

xn
2

3n
.

4. Разложить функцию в ряд Тейлора в окрестности точки
x = 0:

4.1. f(x) = ln(1− x2),

4.2. f(x) = ex−1,

4.3. f(x) = x sinx2,

4.4.∗ f(x) = x sin(x− 1),

4.5.∗ f(x) = x cos(x+ 1).
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